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Capítulo 1 


NOCIONES PRELIMINARES SOBRE CONCEPTOS 
FUNDAMENTALES DEL ANÁLISIS MATEMÁTICO 


§ 1. Conceptos matemáticos que surgen al describir el movimiento 

1. Las Matemáticas estudian relaciones cuantitativas y formas 
espaciales del mundo circundante. 

La matemática elemental se limita a un estudio primario de rela¬ 
ciones cuantitativas y íorraas espaciales, puesto que opera prin¬ 
cipalmente con magnitudes constantes y figuras geométricas más 
simples (triángulos, circunferencias, etc.). Los conceptos y métodos 
de la matemática elemental son insuficientes para describir el 
movimiento mecánico y otros procesos que se realizan en el tiempo. 
Aclaremos cuáles conceptos matemáticos nuevos son necesarios para 
esto *). 

2. Con lodo proceso está relacionado el concepto de una magnitud 
variable , es decir, una magnitud tal que en las condiciones del pro¬ 
ceso dado toma diferentes valores. Además, todo proceso se caracte¬ 
riza, al menos, por dos magnitudes variables cuyas variaciones se 
vinculan mutuamente. 

Por ejemplo, consideremos el movimiento mecánico del punto 
material por una línea recta. Este movimiento es un proceso de 
variación de la posición del punto en la línea recta en el tiempo. 
Con dicho proceso están ligadas dos magnitudes variables: el tiempo 
y el camino recorrido por el punto a partir del punto de referencia. 
Para caracterizar el movimiento considerado hay que saber a qué 
distancia del punto de referencia se halla el puntu en todo momento 
dado do tiempo, os decir, hay que saber la dependencia entre el cami¬ 
no recorrido por el punto y el tiempo. En la mecánica esta dependencia 
se denomina ley de movimiento. En otras palabras, la ley de movi¬ 
miento es una regla por medio de la cual a todo valor del tiempo x 
se le pone en correspondencia un valor determinado del camino y 
recorrido por el punto durante el tiempo x. 

Las dependencias de este tipo entre dos variables x o y (cuando 
a todo valor de la variable x se le pone en correspondencia un valor 
determinado de la variable y) se presentan tanto al considerar el 
movimiento mecánico del punto material como al describir otros 
procesos físicos. Abstrayéndose del contenido físico concreto de las 
variables x e y, llegamos a uno de los conceptos matemáticos más 
importantes, concepto de ¡unción **). 

•i Al mismo tiempo, no aspiraremos a formulaciones exactas sino trataremos 
sólo de aclarar el conjunto de problemas de los cuales se tratará en adelante. 

**) La introducción en las Matemáticas del concepto de función 36 relaciona 
con el nombre del gran científico inglés Isaac Newton (1642 — 1727). 
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Cap. Nociones preliminares sobro conceptos fundamentales 


Si se sabe la regla por medio de la cual a lodo valor de una variable 
x se le pone en correspondencia un valor determinado de una variable y, 
entonces se dice que la variable y es /unción de la variable x. 

Además, la variable x se denomina argumento de la (unción con¬ 
siderada y el valor de la variable y que corresponde al x dado se 
llama valor particular de la (unción en el punto x 

Para denotar las (unciones se utilizan los siguientes símbolos: 

y *= y (x) o bien y = f ( x ). 

En la última denotación la letra / llamada característica de la 
(unción simboliza la regla mencionada anteriormente. Si se con¬ 
sideran funciones diferentes, entonces para designar sus caracte¬ 
rísticas so usan letras diferentes. Subrayemos que para denotar el 
argumento y la función no es necesario emplear las letras x e y. 
Por ejemplo, la denotación S = h (<) significa que la variable S 
es función del argumento t con la particularidad de qua la carac¬ 
terística de esta función se denota con la letra h. 

Tanto la magnitud variable como la función se caracterizan ha- 
bitualmenle por diferontes valores numéricos. Por eso la profundizacíón 
de las ideas de estos conceptos está estrechamente relacionada con la 
necesidad de desarrollar la teoría de los números reales*). 

Consideremos nlgunos ejemplos de funciones. 

1) Se sabe que el camino S recorrido por el punto material ini- 
cialmonte inmóvil que cae bajo la acción de la fuerza de gravedad 
durante el tiempo í, se determina por la fórmula 

S = gtV 2. 

Esta fórmula es la regla por medio de la cual a todo valor de la 
variable t se le pone en correspondencia un valor de la variable S, 
O sea, regla que defino S como función del argumento t. 

2) Según la ley de Coulomb dos cargas unitarias de signos opues¬ 
tos que están situadas una de otra a la distancia r, se atraen con la 
fuerza 

F =■ c/r 5 , 

donde c es una constante. Esta fórmala es también una regla por 
medio de la cual a todo valor de la variable r se lo pone en corres¬ 
pondencia un valor de la variable F. o sea, F se define como fun¬ 
ción del argumento r. 


*) Hay que señalar quo loa conceptos de función y de número so refieren a 
los llamados conceptos iniciales. So puede explicar cada uno de los conceptos ini¬ 
ciales, pero todo tentativa de definir un concepto inicial se reduce a sustituir 
el concepto quo se define por otro equivalente El lector conoce los conceptos 
iniciales del curso elemental. Por ejemplo, los conceptos de línea recta y de 
plano se refieren a los conceptos iniciales. 


s 2. Velocidad instantánea 
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En dos ejemplos aducidos la regla para poner en correspondencia 
el argumento y la función se representa empleando fórmulas. Este 
método de representar la función se denomina analítico. 

A la par con ésto existen otros métodos. Señalemos algunos de 
ellos. En la práctica de mediciones físicas es muy utilizable el 
método tabular para representar una función cuando los valores del 
argumento y valores correspondientes do la función se ponen en 
forma de tabla. Frecuentemente la dependencia entre el argumento 
y la función se representa mediante la gráfica que, por ejemplo, se 
obtiene en el oscilógrafo Este método se denomina gráfico*). 

3. A veces, en la física surge la necesidad de estudiar una fun¬ 
ción y — f (x) cuyo argumento x es por sí mismo una función x *=» 
= <p (<) de otro argumento t. En 
este caso se dice que y es la fun¬ 
ción compuesta del argumento t y 
x se denomina argumento inter¬ 
medio. Se puede escribir esta 
función compuesta en la forma 
siguiente: y = / (<p (1)1. 

Consideremos el siguiente 
ejemplo. 

Sea que un punto material M 
gira uniformemente por una cir¬ 
cunferencia de radio II con la velocidad angular oí (fig. 1.1). Determi¬ 
nemos la regla del movimiento de la proyección y de este punto sobro 
el eje Oy que se encuentra en el plano de la circunferencia y pasa 
por su centro O. Además, tomemos que en el momento do tiempo 
t — O el punto M está situado en el eje Oy. Denotemos con y la coor¬ 
denada de la proyección considerada en el ejo Oy y con x. el ángulo 
¿.MOy. Es evidente que y = R eos x. Por otra parte, debido a que 
el punto se mueve por la circunferencia con la velocidad angular co 
y en el momento de tiempo i — 0 se encuentra en el eje Oy. entonces 
x = col. Do este modo, y es la función compuesta del argumento t, 
es decir, y = R eos x. donde x = o>t, o bien y = R eos o>t. Notemos 
que en la mecánica el movimiento según la ley y = R eos a¡t se 
denomina oscilación armónica. 

§ 2. Velocidad instantánea y nuevos conceptos 
matemáticos relacionados con'ella 

1. Sea que la función y = / (x) es la ley del movimiento de un 
punto material por el eje Oy. Para caracterizar el movimiento de¬ 
sempeña un papel importante el concepto de velocidad media. Calcu- 



«g 1.1 


*) Para más detalles sobro los métodos de representar la función véase el 
cap. 4. 
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Cap. 1. Nociones preliminares sobre 


conceptos fundamentales 


lemos la velocidad inedia del punto en movimiento i > me a en el inter¬ 
valo temporal desde x hasta x + Az. donde x es un momento fijado 
de tiempo. Az es un incremento de tiempo. Ya que en el momento 
de tiempo z el punto en movimiento está a la distancia / (z) del origen 
de referencia y en el momento z-f Az, a la distancia / (z + Az), el 
camino A y recorrido por el punto en el tiempo Az es igual a A y — 
= / (z 4- Az) — / (z). Por eso, la velocidad media On,,* es igual a 
Ay /(*+A *)—i (*> 

t'm.d =* ~K7 -AÍ-• 


Ya que el momento de tiempo z está fijado, de la última fórmula se 
deduce que v mtd es función del argumento Az. Para caracterizar el 
movimiento no uniforme, a la par con la velocidad media desempeña 
un gran papel el concepto de velucidad instantánea en el momento 
dado de tiempo z. 

So denomina velocidad instantánea (o simplemente velocidad) en 
un momento de tiempo z el número al que se aproxima el valor de la 
velocidad media 

/(i+Ar)-/ti) 

Ai ’ 


cuando el intervalo de tiempo Az tiende a cero. 

El concepto físico de velocidad instantánea da origen al concepto 
matemático importante de'deriiviíia. Al abstraerse del sentido físico 
concreto de la función y = / (z) denominaremos derivada de esta 
función en un punto fijado z al límite al que tiende la fracción 
^ ^ — /(*) . tuan( j 0 Az tiende a coro 

La operación de hallar la derivada suele llamarse dí/erciu.acián. 
La derivada de la función y -= / (z) en un punto fijado dado se de¬ 
nota por el sí mliolo y' (z) o /' (z). Empleando el sí mbolo conocido 
para designar el límite se puede escribir 


/'<*> 


- lira -tt-= lím 

fti-0 


/(*+A i)-/(i) 
Ai 


Consideremos algunos ejemplos. 

1) Calculemos la velocidad instantánea del punto material que 
cae por la acción de la fuerza de gravedad. Por cuanto la ley del movi¬ 
miento de este punto se determina por la función 5 = gi*/2, entonces 
el camino AS, recorrido por el punto en un intervalo de tiempo de t 
a i + A t, es igual a 


AS = + -if^gtAl+f (Ai)*. 


Por eso la velocidad media en este mismo intervalo do tiempo es 
igual a 
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Por consiguiente, en el momento fijado de tiempo í, la velocidad 
instantánea v es igual a 

i> = lím 4r= (i t + “f - = s l - 

De hecho, hemos calculado la derivada de la función S = gt*/2 
y, por tanto, podemos escribir S' •= gt. 

2) Calculemos la derivada de la función y = t", donde n es un 
número positivo entero. Al fijar ¡ry tomar un Ai arbitrario emplean¬ 
do el binomio de Newton obtenemos 

Ap = (x + Ai)"-i n = ni"-'Ai + i”' 1 (Ai) 1 + • - • + (Ai)". 

Por eso, la velocidad media de la variación de la función y = 
= / (i) en el segmento de i a i -+■ Ai es igual a 

nx n ~‘ p n(n ¿ vjj -p ... -f (Ai)"-'. 


Por consiguiente, en el punto fijado dado x. la derivada es igual a 

y' m. Ib f /ti"-' -4- i"-*Ai + ... + (Ai)"-'J = ni"-'. 

Como hemos visto, el concepto de limite de la función desempeña 
el papel fundamental en el cálculo de derivadas. Es necesario preci¬ 
sar este concepto, en primer lugar, pBra aclarar más detalladamente 
el propio concepto de función, magnitud variable y número real. 

2. Ahora podemos convencernos de que en el proceso de calcular 
Jas derivadas de las funciones elementales surgen nuevos problemas 
matemáticos. 

Pasemos a calcular la derivada de la función y = sen i. Fijando 
i y tomando Ai arbitrario, obtenemos 

Ap = sen (i 4- Ai) — sen i = 2 eos (x -p ) sen ~. 


De aquí 


-4— (-+4) 


sen (Ax/2) 
(Ai/2) 


De este modo, para calcular la derivada de la función y = sen i 
en el punto i hay que hallar el siguiente límite: 


lím 

Ax — 0 


Ay 

S 


Hm [eos (!+-£-) 


sen (Ax/2) 
CW2) • 


( 1 - 1 ) 
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Es lógico esperar que para un x fijado 

tf ra o c os (x -f- =cosi. (1.2) 


Sin embargo, no toda función y = f(x ) poseo la propiedad 

Hm/(*+-£-)-/(s). 


En realidad, osla propiedad significa que si el argumento de una 
función tiendo al número x, entonces el valor correspondiente a esta 
función tiendo al número / ( x ). Las funciones que poseen esta pro¬ 
piedad se denominan continuas (en el punto x). El concepto de con¬ 
tinuidad do la función es uno de los conceptos matemáticos más 
importantes. 

Para calcular el límite (1.1) hace falta calcular el límite (1.2) 
y, además, el límite 


lim 

Ax-0 


son (Ar/2) 
(<W¡¡> 


(1-3) 


Esto límite desempeña un papel importante en el análisis matemá¬ 
tico. Frecuentemente se denomina primer límite notable. Se demuestra 
que este límite es igual a la unidad y, por eso, el límite (1.1) es igual 
a cos x. 

Así pues, 

(sen x)' = cos x. 

Como segundo ejemplo, calculemos ln derivada de la función 
V = log 0 x. Fijando x > 0 y tomando un Ax arbitrario (tal que 
x + Ax > 0), obtenemos 

= loga (* + Ax) — loga X = loga ( 1 4- . 

De aquí, 

^ = ^-,0g o (l + -^)=J.[^ l0g a(l + 4.)] = 


= i log„[(l+-%-)“]. 

De este modo, para calcular la derivada de la función y — lo ga x 
en el punto x hay que hallar el límite 


Ax—0 Ax—0 1 L \ Ti J 


(1.4) 


Consideremos el límite de la expresión entre corchetes para Ax 0. 
Se reduce al límite 


lím ((1 + h)'/’' 1 [ pora h = —) . 

h-0 ' x ' 


§ 2. Velocidad instantánea 
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Este límite desempeña también un papel importante en el análisis 
matemático. Frecuentemente se denomina segundo límite notable. 
Se demuestra que este límite existe. Según Euler *), el número igual 
a este límite se denota por la letra e **), o sea, 

lím [ (1 + A)"^”J = e. (1.5) 

A-0 


Volvamos a calcular el límite (1.4). En la fórmula (1.4), el ar¬ 
gumento del logaritmo es la magnitud [(l + ^-) I/AX ] que, de 
acuerdo con (1.5), tiende a e para Ax-*-0. Si la función logarít¬ 
mica es continua, entonces log„ ([ 1 +-^r") ' tiende a log 0 e 

para Ax-*-0. De este modo, para hallar el límite (1.4), hay que 
demostrar la continuidad de la función logarítmica y utilizar el 
límite (1.5). Suponiendo que lo hemos hecho, obtenemos que el lí¬ 
mite (1.4) es igual ay log„ e. Resulta que 

(log a x)'=4-log a <r 

No vamos a calcular aquí las derivadas de otras funciones elemen¬ 
tales: y ■= eos x. y = tg x, y *»■ ctg x, y = aresen x, y = árceos x, 
y = arctg x, y = arcctg x, y = a* e y — X a , donde a es un número 
cualquiera. Calculando las derivadas de estas funciones no surgen 
ningunas dificultados nuevas, excepto las mencionadas anterior¬ 
mente. A saber, para calcular las derivadas de todas las funciones 
elementales más simples se necesita solamente su continuidad y dos 
límites notables. 

Aduzcamos la tabla de las derivadas de las funciones elementales 
más simples: 

I o . (i“)'=az“ _l . donde a es un número cualquiora. 

2°. (log„ x)' = -i- log„e, en particular, si a—e , entonces 

(log.x)'- -y. 

3 o . (a*)' =a*log»a, en particular, si a—e, entonces (e x )'=e*. 


*) Leouhard Euler(1707—1783), do origen suizo, gran matemático, miembro 
de la Academia do Ciencias do San Peteraburgo, pasó la mayor parto da su vida 
en Rusia. 

*») En el § 16 del cap. 8 indicaremos el procedimiento para calcular el nú¬ 
mero e con cualquier grado de precisión. Ahí mismo se dará el resultado del cál¬ 
culo del número e utilizando el ordenador con precisión do hasta 590 signos a la 
derecha de la coma. 


2-8 07 
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Ahora aduzcamos las reglas de diferenciación de la suma, de la 
diferencia, del producto y del cociente (suponiendo que u (x) y v(x) 
tienen derivadas): 

[u (x) ± v (*)]' = u' (x) ± v' (x), 

[u (x) v (i)]' = u (i) v' (x) + u' ( x ) v (x), 

r jfjfiT— **' w <*(*)—“(»)!>' w 
L*<*)J~ »*(*) 

Por ejemplo, demostremos cómo puede deducirse la segunda de estas 
fórmulas. Démosle al argumento x un incremento arbitrario Ax 0 
al que corresponde el incremento A y de la función y = u (x) v (x) 
Ay=u(x + A x) u (x+Ax)— u (x) v (x)=u (x + Ax) [y (x + Ax)— y(x)] + 
+v (x) (u (x -f Ax) — u (x)] = u (x + Ax) Av+v (x) A u. 

De esta manera, 

4l_« ( , + a*)£ + »(x).£.-. 


Ya que existen los límites lira u' (x) y lím -$£-= u' (x) y do la 

A*-0 01 Ax—11 

existencia del primero de éstos so deduce que lím u(x + Ax) = 

Ax—0 

■= u (x), entonces lím existo y es igual a u (x) y' (x)-(-y (x) u' (x). 

AI-o “ 

Consideremos algunos ejemplos para emplear dichas reglas. 

1) Calculemos la derivada de la función y = cu (x), donde c 
es una constante. Es fácil verificar que la derivada de una constante 
es igual a cero. Por eso, según la fórmula de diferenciación del pro¬ 
ducto, obtenemos (cu (x)]' = cu' (x). 

2) Calculemos la derivada de la función y = tg x. Como tg x = 
= por la fórmula de diferenciación del cociente obtenemos 

con* r 

,, (senx)'coax—scnx(cosx)' 1 

™ x > =-= 

3) Calculemos la derivada de la función que describe oscilaciones 
armónicas y = A eos («oí -+■ ó), donde A, <o y 6 son constantes. 
Examinemos esta función como una función compuesta de tipo 
y = A eos x, donde x = oí + ó. Según la regla de diferenciación 
de una función compuesta, obtenemos 

y' (0 = (A eos x)' (coi -+• ó)' — — (A sen x) co, 
donde x = mí ó. Por eso, 

y' if) — —clco sen (coi 4- ó). 

4) Calculemos la derivada de la función y = a"® 1 * i. Consi¬ 
deremos esta función como una función compuesta de tipo y — a" 

2 * 
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donde x = arctg t. Según la regla de diferenciación de una función 
compuesta obtenemos 

y' (0 *= (a 1 )' (arctg t )' = (a 1 log.a) (fqrjr) 

donde x = arctg i. Por esoj 

* n i+?‘ a . 

Las reglas de diferenciación enunciadas anteriormente y la tabla de 
las derivadas son el aparato fundamental de aquella parte del auá- 
lisis matemático que suele llamarse cálculo diferencial. De este modo 
uno de los problemas importantes del cálculo diferencial es la de¬ 



mostración do todas las fórmulas de la tabla de las derivadas y de 
las reglas de diferenciación de la suma, de la diferencia, del pro¬ 
ducto, del cociente y de una función compuesta. 

4. Aclaremos el sentido geométrico de la derivada. Con este 
fin consideremos la gráfica de la función y = / (x) *) (fig. 1.2). Sea 
que en la gráfica de la función el punto M corresponde a un valor 
fijado del argumento x y el punto P, al valor x + Ax, donde Ax 
es un incremento del argumento. La recta MP se denominará secante. 
Mediante <p (Ax) denotemos el ángulo formado por esta secante y el 
eje Ox (evidentemente, este ángulo depende de Ax). Se denomina 
tangente a la gráfica de la función y = f (x) en el punto M la posición 
limite de la secante MP cuando el punto P tiende al punto M por la 
gráfica (o bien, que es lo mismo, cuando Ax 0). De la fig. 1.2 se 
deduce 

tgq>(Ax) = w =_=- - -. 

•) Sa denomina gráfica de la función y — f (x) ol lugar geométrico de los 

J untos del plano para cada uno de los cuales la ordenada es el valor y de esta 
unción, correspondiente a la abscisa x. 







Ya que para Ax O la secante MP se transforma en la tangente, 
so tiene 

lím tg ® (Az) = tg ipo, 

donde <p 0 es el ángulo formado por la tangente y el eje Ox. Por otra 
parte, 

lím tg<p(Ax) = lím /(*+^)-/M =rw . 

A *-0 A *-0 

Por consiguiente, /' (i) = tg <po. La tangente del ángulo entre la 
recta y el eje Ox se denomina coeficiente angular de esta recta. De 
este modo, la derivada /' ( x) es igual al coeficiente angular de la tan¬ 
gente a la gráfica de la función y — f (x) en el punto M. 

§ 3. Problema de restablecer la ley de movimiento 
por la velocidad y la problemática matemática 
relacionada con éste 

Consideremos el siguiente problema físico. Sea que para cual¬ 
quier momento de tiempo x está dada la velocidad instantánea f (x) 
del punto material que se mueve por el eje Oy y se sabe la posición 
de este punto en el momento inicial de tiempo x = x 0 . Se necesita 
hallar la ley de movimiento de esto punto. 

Ya que la velocidad instantánea / (x) es la derivada de la fun¬ 
ción y — F (x) que determina la ley de movimiento del punto mate¬ 
rial por el eje Oy, entonces el problema se reduce a la búsqueda, por 
la función dada / (x), de una función F (x) cuya derivada F' (x) 
es igual a / (x). 

Abstrayéndose del sentido fisico concreto do las funciones / (x) 
y F (x) llegamos a los conceptos matemáticos de primitiva y de inte¬ 
gral indefinida. Se llama primitiva de la función f (x) tal función 
F (x) cuya derivada F' (x) es igual a f (x). 

Es obvio que si la función F (x) es primitiva de la función / (x), 
entonces la función F (x) + C, donde C es una constante cualquiera, 
es también primitiva de la función / (x) (pues la derivada de la cons¬ 
tante C es igual a cero). 

Se puede demostrar que cualesquiera dos primitivas de una misma 
función / (x) se diferencian en una constante. De este modo, si la 
función F (x) es una de las primitivas de la función / (x), entonces 
cualquier primitiva do la función / (x) tiene la forma F (x) + C, 
donde C es una constante. 

El conjunto de todas las primitivas de una misma función f (x) 
se denomina integral indefinida de la función j (x) y se denota por el 
símbolo j / (x) dx. 
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4°. ^ sen xdx= —cosx-l-C. 
5 o . j cosa;dx = sen x + C. 

6». J 

M 


dx 


= tgx-f£7. 

—«—= —ctgx + C. 

sen* * s 1 


coa’ 

dx 


dx 


7 

8\ í — - 

i Vi-x* 

9 °- S = atcl -g- r + c - 


• = a resen x + C. 


Esta tabla, a la par con las reglas de integración (que no se dan aquí), 
es un aparato importante de cálculo déla parto del análisis matemá¬ 
tico que suelo llamarse cálculo integral. 

Sin embargo, este aparato resulta insuficiente para calcular 
muchas integrales indefinidas. Surge el problema de la existencia 
do la primitiva (y de la integral indefinida) para una función arbi¬ 
traria / (x), continua en todo punto x. En el párrafo siguiente indi¬ 
cáronlos otro enfoque del problema de la integración de una función, 
que permite resolver este problema. 

Ahora señalemos sólo que existen funciones continuas (en todo 
punto x), por ejemplo, y «■ eos x*. cuyas primitivas existen, pero 
no pueden representarse por un número finito de operaciones de 
adición, sustracción, multiplicación, división y formación do fun¬ 
ciones compuestas do las funciones elementales más simples enu¬ 
meradas on el p. 2 del § 2. 


§ 4. Problemas que surgen al calcular 
el recorrido del punto 

f. Sea que la función / (x) representa la velocidad do movimiento 
del punto material por el eje Oy. Consideremos, para mayor sencillez, 
que todos los valores de la función / (x) son no negativos. Se requiere 
calcular el camino recorrido por el punto material en un intervalo 
do tiempo do x = a a x = b. 

Para resolver el problema *) dividamos el intervalo considerado 
de tiempo en intervalos pequeños limitados por los momentos a = 
= x 0 < x, < x 2 < . . . < x„ *= b. Es lógico creer que en todo 
intervalo de x»-! a x* la velocidad / (x) cambia poco. Por eso, pode¬ 
mos considerar aproximadamente constante esta velocidad en dicho 
intervalo y hacerla igual, por ejemplo, a / (x k ). En este caso, el ca¬ 
mino recorrido por el punto material en tiempo Axj, = Xj, — X(,_i 

*) A continuación explicaremos la relación entre este problema y ol consi¬ 
derado en el párrafo antorior. 




24 


Cap. 1. Nociones preliminares sobre conceptos fundamentales _ 

es aproximadamente igual a / (x # ) Ax fc y el camino ££ recorrido 
por el punto en el tiempo de a a b es aproximadamente igual a 

« / (*i) A*, + / (x.) Axj+ . .. -f / (x„) Ax„. (1.6) 

Es lógico esperar que, disminuyendo todos los intervalos de 
tiempo Ax h , obtendremos el valor cada vez más preciso del recorrido 
S„. El valor exacto del recorrido S¡¡ lo obtendremos si en la suma 
(1.6) pasamos al límite cuando todos los Aa* tienden a cero (es natu¬ 
ral que al mismo tiempo el número de los sumandos en la suma (1.6) 
aumentará ilimitadamente). Empleando el símbolo del límite pode¬ 
mos escribir la siguiente fórmula: 

lím l/(x,)A x , + /(x t )áx 1 + ...+/(x n )AxJ. (1.7) 

ax h~° 

Además, hay que aclarar qué comprendemos como límite de dicha 
suma. Por lo tanto, otra vez nos convencemos de la necesidad do 

profundizar y desarrollar el con¬ 
cepto de límite. En las matemá¬ 
ticas el límite (1.7) se denomina 
integral definida de la función 
/ (x) entre los límites a y b y so 
denota por el símbolo 
« 

$ i(x)dx. 

O 

La suma (1.6) es la suma do las 
áreas de los rectángulos cuyas 
bases son los segmentos Ax* y las alturas, / (i*). En otras palabras, 
esta suma es igual al área de la figura escalonada representada en la 
fig. 1.3 (en el dibujo esta figura escalonada está contorneada con 
línea gruesa). Es lógico esperar que al tender las longitudes de todos 
los segmentos Ax* a cero el área de dicha figura escalonada tenderá 
al área de la figura curvilínea rayada en el dibujo y situada por 
debajo de la gráfica de la función y = / (x) en el segmento de a a b. 
Esta figura curvilínea so llama con frecuencia trapecio curvilíneo. 
De este modo, la integral definida es igual al área del trapecio cur¬ 
vilíneo mencionado. 

Naturalmente, dichos razonamientos son de carácter preliminar. 
En particular, hace falla aclarar el propio concepto de área del tra¬ 
pecio curvilíneo y, en general, el de área de una figura plana. 

2. Nos damos cuenta de que el concepto de integral definida está 
estrechamente ligado con dos problemas importantes: el problema 
físico en el cual se calcula el recorrido del punto y el geométrico 
en el cual se calcula el área de una figura plana. Debido a eso es 
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Ahora, empleando la misma formóla (1.9), establecemos la reía- 

b 

ción entre la integral definida^ f(x)dx y cualquier primitiva <I>(i) 

a 

de la función / ( x). Poniendo sucesivamente en la fórmula (1.9) 
i = a y i = i y teniendo en cuenta la igualdad 

a 

[ /(l)dl = 0, 

a 

que proviene de razonamientos geométricos, obtenemos 

a 6 

<t>(a) = $ fi*)dx + C~C, 0)(6)= $ f{x)dx+C. 

a a 

Por eso 

b 

$ f(x) dx »= <I> (b) — <I> (a). (1.10) 

a 

La fórmula (1.10) es una de las fórmulas fundamentales del cálculo 
integral y se denomina fórmula de Newton — Leibniz *). Esta fór¬ 
mula reduce el problema de calcular la integral definida al problema 
do calcular una primitiva (o la integral indefinida). La demostra¬ 
ción de la fórmula de Newton—Leibniz es uno de los problemas 
importantes del análisis matemático. Para calcular aproximada¬ 
mente integrales definidas existe una serie de métodos, el más sen¬ 
cillo de los cuales se basa en la sustitución de esta integral por la 
suma (1.6). Estos métodos y la relación (1.9) dan la posibilidad do 
calcular aproximadamente también las integrales indefinidas y, 
en particular, permiten calcular la primitiva de cualquier función 
j (i), continua en todo punto x. 

Como ejemplo calculemos el área S, comprendida entre la 
gráfica de la función y = sen x on el segmento de 0 a n y el eje 
Oi(fig. 1.5)**. En virtud de lo dicho anteriormente S¡ = 

n 

= ^ sen ida:. Ya que una de las primitivas do la función f(x) — 
o 

= seni es la función <I> (x) = — eos x, entonces por la fórmu¬ 
la (1.10) obtenemos 

n 

S t = J sen x dx = (— eos n) — ( — eos 0) = 2. 
o 

*) Gottíriod Wilhetm Leibniz, filósofo y matemático alemán (1646—1716). 
•*) El cálculo de esta arca por los medios de la matemática elemental lle¬ 
va a grandes dificultades. 
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Ahora, calculemos el área S t de la figura separada de la parábola 
y = x a por la recta que pasa por dos puntos M x (a, o 2 ) y M t ( b , b") 
de esta parábola (fig. 1.6) *). El área buscada S s es igual a la dife¬ 




rencia de las ároas del trapecio rectilíneo AM X M,B y el trapecio 
curvilíneo rayado en el dibujo, o sea, 

.. fc’ — a^_ (i — a)» 




§ 5. Observaciones finales 

Los cálculos diferencial e integral forman la base del análisis 
matemático el cual es uno de los logros más grandes do la inteli¬ 
gencia humana. Al introducir los conceptos de magnitud variable 
y de función en las matemáticas los científicos pudieron pasar de 
resoluciones de problemas de física y geometría separados a la crea¬ 
ción de métodos generales de su solución. El desarrollo de los cálcu¬ 
los diferencial e integral influyó considerablemente en el progreso 
general de la ciencia y la técnica. 

El ulterior progreso de la ciencia y la técnica está estrechamente 
relacionado con la matematización de nuestras representaciones de 
la naturaleza, con el desarrollo de nuevas ramas de las matemáticas. 
Se puede decir con seguridad que la matematización de nuestras 
ideas, la formulación cuantitativa exacta de las leyes, y el amplio 
uso de los métodos de cálculo y ordenadores constituyen la base de 
las ciencias naturales contemporáneas. 


•) Arquímedes (a. III a. n. e.), eran científico de la Grecia antigua, resol¬ 
vió este problema por los medios de la matemática elemental. 
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La introducción de los métodos de cálculo y ordenadores elimi¬ 
nan, como regla, los problemas de laboriosidad y complejidad de 
cálculos*). Pero surge una serio de problemas matemáticos entre 
los cuales figuran desarrollos de los algoritmos**) que sirven para 
componer programas do ordenadores, la elaboración de ciertos pro¬ 
blemas de las teorías de control y de procesos óptimos, la lógica 
matemática y la cibernética teórica. 

Nuestro objetivo consistirá en formalizar el aparato del análisis 
matemático. Examinemos también algunas aplicaciones de este apa¬ 
rato para elaborar algoritmos numéricos. 

La consideración preliminar de dichos problemas realizada ante¬ 
riormente plantea las siguientes tareas inmediatas: 

1) precisión de los conceptos de número real, magnitud variable 
y función; 

2) definición y desarrollo del concepto de límite de la función 
y del concepto de su continuidad ligado con éste; 

3) argumentación de las fórmulas y reglas del cálculo diferencial 
e integral; 

4) creación de la teoría de la integral definida representada como 
límite de sumas de tipo especial y desarrollo de los métodos de cál¬ 
culo do la integral definida; 

5) aclaración de algunos conceptos geométricos (área de una 
figura plana, longitud de un arco, etc.). 


•) Los ordenadores modernos realizan, en unos minutos, los cálculos que 
el hombro tendría quo hacer toda su vida. 

*•) El algoritmo es un sistema de cálculos que se hacen según reglns estric¬ 
tamente determinadas qne llevan a la solución de la tarea planteada, después 
de realizar ciorto número de pasos (operaciones). 



Capítulo 2 

TEORIA DE LOS NÚMEROS REALES 


De Las matemáticas elementales el lector conoce la idea de nú¬ 
meros reales y de que son necesarios para medir, por ejemplo, seg¬ 
mentos o intervalos de tiempo. Para profundizar nuestros conoci¬ 
mientos de los conceptos matemáticos más importantes —los de 
magnitud variable, función y límite— es preciso desarrollar la teoría 
de los números reales. 

Por ejemplo, consideremos una magnitud variable física, el 
tiempo. Para comparar entre sí diferentes intervalos de tiempo 
tenemos que saber comparar entre sí números reales. En otras pa¬ 
labras, debemos establecer una regla que permita determinar cuál 
de los dos números reales dados es mayor. En la práctica las medicio¬ 
nes sucesivas de tiempo llevan a la necesidad de definir las opera¬ 
ciones de adición y multiplicación de los números reales y deter¬ 
minar las propiedades de dichas operaciones. Indiquemos también 
que la aclaración do las propiedades fundamentales de los números 
reales es necesaria para argumentar que las reglas del álgebra ele¬ 
mental pueden emplearse para estos números. 

§ 1. Números reales 

1. Propiedades de los números racionales. Recordemos que se 
denomina número racional el número que puede representarse en 
forma de la relación de dos números enteros*). De las matemáticas 
elementales so sabe cómo se definen las operaciones de adición y mul¬ 
tiplicación de los números racionales, la regla de comparación de 
estos números y sus propiedades más sencillas. Aquí enumeremos las 
propiedades fundamentales de los números raciónalos que se deducen 
de las propiedades correspondientes de los números enteros. 

Tres reglas desempeñan el papel fundamental entre dichas pro¬ 
piedades: regla de comparación y reglas de formación de suma y de 
producto : 

1. Cualesquiera dos números racionales a y b están ligados por uno, 
y sólo uno, de los tres símbolos >, <o =, con tal que si a > b, enton¬ 
ces b <. a. En otras palabras, existe la regla que permite determinar 

•) Un mismo número racional puede representarse en forma de la relación 

12 3 

de diferentes números enteros. Por ejemplo, -=-=-= ... 

¿ 4 b 
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qué símbolo de los tres mencionados liga dos números racionales dados. 
Esta regla se denomina regla de comparación *). 

II. Existe una regla por medio de la cual a cualesquiera dos números 
racionales a y b se les pone en correspondencia un determinado número 
racional c llamado su suma y denotado por el símbolo c — a ■+■ b **). 

La operación para hallar la suma se denomina adición. 

III. Existe una regla por medio de la cual a cualesquiera dos números 
racionales a y b se les pone en correspondencia un determinado número 
racional c llamado su producto y denotado por el símbolo c=ab ***). 

La operación para hallar el producto se denomina multiplicación. 

La regla de comparación de los números racionales posee la si¬ 
guiente propiedad: 

I o de a> b y b > c se deduce que a > c (propiedad de transiti- 
vidad del signo ;>); dea = byb=cse deduce que a =* c (propiedad 
do transilividad del signo =). 

La regla de adición de los números racionales posee las siguientes 
propiedades: 

2 o a + b=*b + a (propiedad conmutativa); 

3 ° (a + b) + c =* a + (b + c) (propiedad asociativa); 

4 o existe el número racional 0 tal que a 0 *= a para todo número 
racional a (papel exclusivo del cero); 

5 o para todo número racional a existe un número opuesto a' tal 
que a + a' = 0. 

La regla do multiplicación de números racionales poseo las si¬ 
guientes propiedades: 

6" ab = ba (propiedad conmutativa); 

7° (ab) c = a (be) (propiedad asociativa); 

8 C existe un número racional 1 tal que a-i — a para todo número 
racional a (papel especial de la unidad); 

9 o para todo número racional a, diferente de cero , existe un número 
inverso a' tal que aa' = 1. 

Las reglas de adición y multiplicación están ligadas por la si¬ 
guiente propiedad: 


•) La regla de comparación de los númoros raclouales se enuncia del modo 
siguiente: dos números racionales no negativos a = jply b = están ligados 
por ol mismo signo quo liga dos números enteros m 1 n a y m,n,; Sos números ra¬ 
cionales no positivos oyó están ligados por el mimso signo que liga dos núme¬ 
ros no negativos I ó | y I a |; si a es número racional no nogativo y 6, negativo, 
entonces a> b. 

••) La regla paro formar la suma de números racionales o = ^ y b = ^ 
se define por la fórmula 

•••) La regla para formar ol producto de los números racionales se defino 


por la fórmula —— 

"i n, n, n. 
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10° (a -f b) c = ac + be (propiedad distributiva de la multi¬ 
plicación respecto a la suma). 

Dos propiedades siguientes ligan el signo > con los signos de 
adición y multiplicación: 

11° de a > b se deduce que a •+• c > ¿> c; 

12° de a > b } c>0 se deduce que ac > 6c. 

La última propiedad desempeña un papel especial: 

13° cualquiera que sea un número racional a se puede repetir el 
número 1 como sumando tantas veces que la suma obtenida supere a a *). 

Las trece propiedades enumeradas suelen llamarse propiedades fun¬ 
damentales de los números racionales puesto que todas las demás 
propiedades algebraicas do estos números que se refieren a las opera¬ 
ciones aritméticas y la combinación de igualdades y desigualdades 
pueden obtenerse como corolario de las propiedades mencionadas. 

Así, por ejemplo, de estas propiedades se deduce la propiedad 
frecuentemente utilizada ulteriormente que permito sumar término 
a término desigualdades del mismo signo: 

si a> b y c > d, entonces a + c > b -f d. 

En efecto, do las desigualdades a>byc>dydo las propie¬ 
dades 11° y 2° se deduce que a+c>i+c y b + c > b + d 
y de las últimas desigualdades y de la propiedad 1° se deduce que 
a -f- c > 6 d. 

2. Medición de los segmentos del eje numérico. Do las matemá¬ 
ticas elementales se sabe que dos segmentos pueden ser conmensu¬ 
rables (si la razón de sus longitudes es un número racional) o incon¬ 
mensurables (la diagonal y el lado de un cuadrado es un ejemplo de 
segmentos inconmensurables). 

Es conveniente que el eje numérico sea considerado inmediata¬ 
mente. Se denominará eje numérico una recta que tiene un punto 
determinado O (origen de referencia), el segmento de escala OE 
(su longitud se toma igual a la unidad) y la dirección positiva (nor¬ 
malmente, de O a E). 

Naturalmente, se plantea el problema de si es posible poner en corres¬ 
pondencia a todo punto M del ojo numérico un número que sea equi¬ 
valente a la longitud del segmento OM. Consideremos como positivo 
esto número si A/ y E se sitúan por un lado de O y negativo, en el 
caso contrario. 

Ante todo señalemos que a todo número racional le corresponde 
un punto determinado en el eje numérico. En efecto, de las matemáticas 
elementales sabemos cómo se construye el segmento cuya longitud 
es una n-ésima parto del segmento de escala OE (n es cualquier nú¬ 
mero positivo entero). Así pues, podemos construir el segmento AB 
cuya longitud se relaciona a la del segmento de escala OE como —, 
donde m y n son cualesquiera números positivos enteros. Tomando 

*) Esta propiedad suele llamarse axioma de Arqutmxdes. 
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en consideración que el punto E esta situado a la derecha de O 
(fig. 2.1) y trazando el segmento AB a la derecha (a la izquierda) 
del punto O , obtenemos el punto M¡ (M t ) que corresponde al nú¬ 
mero racional +-^-(— 7 r)- 

Además, la existencia do segmentos inconmensurables permite 
afirmar que no todos los puntos del eje numérico corresponden a los 
números racionales. 

Es lógico que se hace necesario extender el campo de los números 
racionales e incorporar a la consideración tales puntos que corres- 


° * "•(%) 

Fig. 2.1 

pondan a todos los puntos del ejo numérico y permitan medir 
cualquier segmento con ayuda del segmento de escala OE. 

Describiremos un proceso especial do medición del segmento OM 
del ejo numérico y demostraremos que esto proceso permite poner 
en correspondencia a todo punto M de este eje una fracción decimal 
infinita bien determinada. 


_u.un mu . ■ 11 

0 £ N PM 

Fig. 2.2 

Sea M cualquier punto del eje numérico. Para que sea preciso, 
supongamos que M (igual que E ) está situado a la derecha do O 
(fig. 2.2). 

Mediremos el segmento OM empleando el segmento do escala OE. 
Ante todo determinemos cuántas veces el segmento OE cabe en el 
segmento OM. Pueden presentarse dos casos: 

1) El segmento OE cabe en el segmento OM un número entero 
do veces a 0 con un resto NM menor que OE (véase la fig. 2.2). En 
este caso, el número entero a 0 es el resultado aproximado de medición 
por defecto con exactitud de hasta la unidad. 

2) El segmento OE cabe en el segmento OM un número entero do 
veces a 0 + 1 sin resto. En este caso, a 0 es también el resultado apro¬ 
ximado de medición por defecto con exactitud de hasta la unidad, 
puesto que el segmento OE cabe, en el segmento OM, a„ veces con 
resto NM igual a OE *). 

*) En la práctica en el segundo caso ol proceso de medición se considera 
terminado y la longitud del segmento OM se toma igual a«, + 1. Sin embargo, 
es más cómodo (para la uniformidad) realizar las mediciones estrictamente por 
dofocto paro obtener también el resto NM y tener la posibilidad do continuar el 
proceso de medición on este caso. 
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Ahora determinemos cuántas veces 1/10 parte del segmento de 
escala OE cabe en el resto NM. Otra vez pueden presentarse dos casos: 

1) 1/10 parte del segmento OE cabe en el segmento NM un nú¬ 
mero entero de veces a, con un resto PM. menor que 1/10 parte del 
segmento OE (véase la fig. 2.2). En este caso, el número racional 
a„, a, es el resultado de medición por defecto con exactitud de hasta 
1 / 10 . 

2) 1/10 parte del segmento OE cabe en el segmento NM un nú¬ 
mero entero de veces a, (-a sin resto. En este caso, el número racio¬ 
nal a„, a , es también el resultado de medición por defecto con exacti¬ 
tud de hasta 1/10, puesto que 1/10 parte de OE cabe en el segmento 
NM u t veces con el resto PM igual a 1/10 parte do OE *). 

Continuando infinitamente dichos razonamientos, tendremos un 
conjunto infinito de numeras racionales: 

o„; a„, a,; . . . ; a„, o.a, . . . a„; . . (2.1) 

cada uno de los cuales es el resultado de medición del segmento OM 
por defecto con el grado correspondiente de exactitud. Además, se 
puede obtener cada uno de los números mencionados (2.1) quitando 
cierta parte de la tracción decimal infinita 

“o. a,a 2 . . . <z„ ... (2.2) 

Podemos también emplear los razonamientos antoriores para el 
caso cuando el punto M yace a la izquierda del punto O, sólo en 
este caso todos los números (2.1) y la fracción decimal infinita (2.2) 
tendrán signo negativo. 

De este modo, hemos demostrado que utilizando dicho proceso 
de medición del segmento OM a lodo punto M del eje numérico se le 
puede poner en correspondencia una fracción decimal infinita bien 
determinada. 

El proceso para medir un segmento arbitrario OM dol eje numé¬ 
rico empleando el segmento de escala nos conduce lógicamente a la 
consideración de los números re prese atables en forma de fracciones 
decimales infinitas. Al mismo tiempo, toda fracción decimal infinita 
(2.2) so caracteriza completamente por el conjunto infinito (2.1) 
de números racionales que aproximan esta fracción. Dicho proceso 
de medición del segmento OM puede transformarse, naturalmente, 
de tal modo que conduzca a la consideración de fracciones binarias 
infinitas o de cualquier otro sistema de numeración. 

Notemos que, para introducir números, en los ordenadores mo¬ 
dernos se usa con la mayor frecuencia el sistema de numeración 
binaria y, a veces, ternaria. Esto se explica por lo que las válvulas 
y los elementos semiconductores que integran la estructura de orde¬ 
nadores tienen dos y, a veces, tres estados estables (por ejemplo: si 


*) Véase la nota en la pág. 32. 
3-607 
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la válvula está cerrada y la corriente no pasa, es un estado estable; 
si la válvula está abierta y la corriente pasa, es otro estado estable; 
tendremos el tercer estado estable si distinguimos la dirección de 
la corriente). 

Debido a eso surge la necesidad de elaborar algoritmos para 
transformar los números del sistema de numeración decimal a la 
binaria y viceversa. El lector puede familiarizarse con los ejemplos 
de estos algoritmos en el Complemento 1 del presente capítulo. 

3. Números reales y regla de su comparación. Consideremos el 
conjunto de todas las tracciones decimales infinitas posibles. Los números 
representables por estas fracciones se denominan reales *). 

Un número real dado se denominará positivo (negativo ) si es re¬ 
presentable en forma de una fracción decimal infinita positiva (nega¬ 
tiva). 

El conjunto de los números reales contiene, naturalmente, todos 
los números racionales puesto que todos ellos son representables en 
forma do fracciones decimales infinitas. La representación del número 
racional dado en forma de una fracción decimal infinita puede obte¬ 
nerse empleando, por ejemplo, los siguientes razonamientos. A todo 
número racional le corresponde un punto determinado M del eje 
numérico; valiéndose del método dado en el párrafo 2, se pone en 
correspondencia a este punto una fracción decimal infinita. Así, al 
número racional 1/2 se le pone en correspondencia la fracción decimal 
infinita 0,49999..., al número racional 4/3, la fracción decimal 
Infinita 1,333... 

Los números reales que no son racionales suelen llamarse irra¬ 
cionales. 

Nuestra tarea es transferir sucesivamente tres reglas y todas las 
propiedades fundamentales de los números racionales enumerados en 
el p. 1 para el caso de números reales arbitrarios. Por tanto, para los 
números reales serán argumentadas todas las reglas del álgebra ele¬ 
mental que se refieren a las operaciones aritméticas y la combina¬ 
ción de igualdades y desigualdades. 

En este punto determinemos la regla de comparación de los núme¬ 
ros reales. Antes de enunciar esta regla nos ponemos de acuerdo sobre 
la forma determinada do notación de los números racionales que 
son representables en forma de una fracción decimal finita. Observemos 
que dichos números racionales admiten la doble notación en forma de 
fracciones decimales infinitas. Por ejemplo, el número y = 0,5 
puede escribirse: 1) en la forma y = 0,4999...; 2) en la forma y = 
= 0,5000... 


*) Como ya hemos señalado en la nota de la pág. 12, al concepto do número 
ao refiere a los conceptos Iniciales. 
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En general, el número racional a 0 , a,a t ... a„, donde a„ =^= 0, 
puede escribirse: 1) en la forma a 0 , a,a t . . . a„_, (a„ — 1) 999 . . . ¡ 
2) en la forma a B , a,a, . . . a„ 000 . . . 

La primera de dos notaciones mencionadas puede obtenerse por 
el método descrito en el p. 2, la segunda, por la transformación 
formal de la fracción decimal finita dada en la infinita añadiendo 
ceros. 

Al comparar los números reales, nos ponemos de acuerdo emplear, 
para los números racionales mencionados, sólo el primero de dos 
tipos de notación en forma de una fracción decimal infinita. 

En otras palabras, para comparar los números reales no utili¬ 
zaremos fracciones decimales infinitas cuyas cifras, a partir de cierto 
signo decimal, serán todas iguales a cero (excepto, sin duda, la frac¬ 
ción 0,000...) *). 

Ahora pasamos a formular las reglas de comparación de los núme¬ 
ros reales. 

Consideremos dos números reales arbitrarios a y ó. Sea que estos 
números son representables por las siguientes fracciones decimales 
infinitas: 

a = ±a t . a,a, . . . a n .... (2.3) 

b = ±6,. b,b, ... b„ ... (2.4) 

(donde se pone uno de los dos signos +■ ó —). 

Dos números realos (2.3) y (2.4) se denominan iguales si tienen 
signos iguales y si son válidas las igualdades a„ = t>„, o, = 6,, . . . 

. . Sjl * ^n, • • ■ 

Sean dados dos números reales no iguales a y fe. Establecemos la 
regla que permite concluir qué signo, < ó >, liga estos dos números: 

1) Sea que a y fe son ambos no negativos y se representan del modo 


siguiente: a — a„, a,o, fe = fe 0 , 6,6, . . . b„ ... 

Ya que los números a y fe no son iguales, se infringe al menos una 
de las igualdades a„ = 6 0 , a, = fe,, . . ., a„ = 6„. . . . Denotemos 


por k el menor de los números n, para los cuales se infringe la igual¬ 
dad a„ = fe, **). Entonces, consideremos a > 6, si a» > fe„, y 
a < 6, si a* < 6,. 

2) Si uno de los números a y 6 es no negativo y otro es negativo , 
entonces consideremos lógicamente que el número no negativo es 
mayor que el negativo. 

3) Nos queda por considerar el caso cuando ambos números a y fe 
son negativos. Nos ponemos de acuerdo llamar módulo de un número 

•) Esto acuerdo corresponde completamente al proceso do medición del 
segmento, descrito en el p. 2, puesto que dicho proceso no puede llevar a una 
fracción decimal infinita cuyas cifras decimales, a partir de cierto signo, serán 
todas iguales a cero. 

•*) En otras palabras, consideramos que a, — ó,, a, — fe,, . . ., a^i = 

= fe*-i Pero =*<>»■ 
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real a al número real no negativo, denotado por el símbolo | a | e igual 
a la fracción decimal que representa el número a y se toma con el signo -(-. 

Si ambos a y b son negativos, consideremos a > b, si |í)|> 
> | a |, y a < b, si | a | > | b | *). 

Vamos a convencernos de que la regla de comparación de los nú¬ 
meros reales posee la propiedad 1° enunciada en el p. 1 para los 
números racionales. A saber, demostremos que si a, b y c son núme¬ 
ros reales arbitrarios y si a > b y b > c, entonces a > c (propiedad 
de transitividad del signo » **). Para demostrar esta propiedad 
consideremos tres casos posibles: 

1) Sea primeramente c ^ 0. Entonces, de la regla de comparación 
de los números reales se desprende evidentemente que i>0 y 
a > 0. Sean a = a„, <z,a, . . . a„ . . b = b„, b,b t . . . b„ . . 

c =e„, C|C a . . . c„ . . . Denotemos por k el menor de los núme¬ 
ros n para los cuales so infringe la igualdad a„ = ¿i„ (es decir, supon¬ 
gamos que a„ = b B . a, = b, .a k _, = ó*.,, a h > b h ) y por />, 

el menor de los números n para los cuales se infringe la igualdad 

b n =* c„ (es decir, supongamos que 6 0 — c 0 , 6, = c,.ó p _ x = 

= C/,_i. !>., > c,,). Entonces, si mediante m denotamos el menor de 
los dos números k y p, serán válidas las relaciones a B = e„, a, = 
= C.. <tm -i = Cn- 1 . <*rn >'». lo <l«e significa que a>c. 

2) Sean c < 0, a ^ 0. Entonces la desigualdad a >c será válida 
para cualquier 6. 

3) Nos queda por considerar el caso cuando los tres números 
a, b y c son negativos. Ya que a > b y b > e, entonces | b | > | a | 
y | c | > | b |. Pero en virtud del caso de los tres números positivos 
ya considerado anteriormente, | c | > | a |, lo que significa que 
a > c. La propiedad do transitividad del signo > queda completa¬ 
mente demostrada. 

í. Aproximación de un número real por medio de los números 
racionales. Aquí mostremos que todo número real puede aproxi- 

*) Es fácil darse cuenta de que si la regla de comparación de los números 
reales se emplea para dos números racionales lleva al mismo resultado quo la 
regla de comparación do los números racionales mencionada en la nota de la 

En efecto, basta considerar sólo el caso de dos números racionales no negati¬ 
vos a y ó. Sea a> b según la regla de comparación de las números racionales y sea 
que a = a-, a,o, . . , a„ . . 4 = b t , b,b, ... 6„ ... Supongamos que al 

número racional a corresponde un punto M , del eje numérico y al número racio¬ 
nal 6 , el punto Ai 2 . Está claro que el punto M , yace o la derecha del punto Al ¡. 
Al mismo tiempo, del punto 2 se deduce que el número entero o 0 a, . . .o* 
(bab¡ . . . b h ) muestra cuántas veces la 1 / 10 * parte del segmento de escalo 
OE cabe en el segmento OM, f OM t ) con ol extremo derecho eliminado. Como el 
segmento OM, es mayor quo el segmento OM„ existe un númoro k tal que 
a s a, . . . a*., — ¡>„ó, . . . 6»_,. mientras a,a, . , . a* > b Q b t . , . b h . Esto 
significa quo a > b según la regla de comparación de los números reales. 

**) La propiedad de transitividad del signo de igualdad = (que afirma 
que dea=oyó = cse desprende que a = A se deduce directamente de la 
regla de comparación de los números reales. 



§ 1. Números realea 


37 


ruarse con cualquier grado de precisión utilizando números racio¬ 
nales. Examinemos un número real arbitrario a. Para que sea pre¬ 
ciso, lo consideraremos no negativo y lo representaremos en forma de la 
fracción decimal infinita a = a„, a,a¡ . . . a„ ... 

Terminando esta fracción en la n-ésima cifra después de la coma 
y omitiendo las demás, obtenemos el número racional a 0 , a l a i . . . a n . 
Aumentando este número en obtenemos otro número racional 

a„, a,a 2 . . . a„ + Empleando la regla de comparación de los 
números reales es fácil determinar que para cualquier número n 
son válidas las desigualdades 

a o. a \ a i ■ • • a n ^a^a a , a i<tj • • • <t„ -(—(2.5) 

Las desigualdades (2.5) significan que el número real a se encuentra, 
entre dos números racionales cuya diferencia es igual a |^¡. Además, 
el número n puede ser cualquiera. 

Demostremos que para cualquier número racional positivo e, 
tomado anticipadamente, a partir de cierto número n es válida 

la desigualdad -¡^¡- < e. En efecto, cualquiera que sea el número 
racional e>0, existe solamente un número finito de números 
naturales que no superan al número 1/e. Por eso, solamente para 
un número finito de los números n es válida la desigualdad 
10"^-j-ó Para todos los demás números n os válida la 

desigualdad inversa lo que se requería demostrar. 

De esto modo, llegamos a la siguiente afirmación, para cualquier 
número real a y cualquier número racional positivo e, tomado antici¬ 
padamente, existen dos números racionales a, y a 2 tales que a, ^ a ^ 
^ a 2 con tal que a 2 — a, < e. 

Las desigualdades (2.5) permiten afirmar que el número racional 
«o- “i i 2 a 3 . . . a„ aproxima el número real a con exactitud de hasta 
jjjH. En la práctica siempre se usa el valor aproximado de un nú¬ 
mero real, es decir, éste se sustituye por el número racional de grado 
requerido de precisión. 

5. Conjuntos de números reales acotados superior o interiormente. 
En este punto consideremos un conjunto arbitrario de números rea¬ 
les que contiene por lo menos un número *). Lo denotaremos por el 
símbolo {x }. Los números que integran el conjunto {i } se denomi¬ 
narán elementos de este conjunto **). 

*) Este conjunto suele llamarse no vacio. 

**) Notemos que los conceptos de conjunto y de su elemento se refieren a 
los conceptos iniciales (véase la nota en la pág. 12). 
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Definición i. Un conjunto de números reales jx} se denomina 
superiormente (inferiormente) acotado si existe un número real M 
(número m) tal que todo elemento x del conjunto {r } satis/ase la des¬ 
igualdad 

x ^ M (x > m). 

En este caso el número M (número m) se denomina cota superior 
(cota Inferior) del conjunto {x }. 

Todo conjunto superiormente acotado {x} tiene un número infinito 
de cotas superiores. En efecto, si un número real M es cota superior 
del conjunto (x), entonces todo número real Ai*, mayor que Af, 
es también cota superior del conjunto {x }. Se puede hacer la observa¬ 
ción análoga en cuanto a cotas inferiores de un conjunto inferior- 
mente acotado {x}. 

Así, por ejemplo, un conjunto de todos los números reales nega¬ 
tivos es inferiormente acotado. Como la cota superior M de este 
conjunto se puede tomar cualquier número real no negativo. El con¬ 
junto de todos los números positivos enteros 1, 2, 3, ... es 
inferiormente acotado. Como la cota inferior de este conjunto 
puede tomarse cualquier número real m que satisface la desigualdad 
m < 1. 

Como es lógico, surge el problema de la existencia de la mínima 
entre las cotas superiores de un conjunto superiormente acotado y la 
máxima entra las cotas inferiores de un conjunto inferiormente 
acotado. 

Definición 2. La mínima entre todas las cotas superiores de un con¬ 
junto superiormente acolado {x } se denomina cota superior exacta de 
este conjunto y se denota por el símbolo x = sup {x ¡. 

La máxima entre todas las cotas inferiores de un conjunto inferior- 
mente acotado {rj se denomina cota inferior exacta de este conjunto 
y se denota por el símbolo x = in {x}. 

La definición 2 puede enunciarse también de otro modo, a saber: 

El número x (número x) se denomina cota superior exacta (inferior 
exacta) de un conjunto superiormente (inferiormente) acotado {r} si 
se cumplen dos condiciones siguientes: 1) todo elemento x del conjunto 
{x} satisface la desigualdad x < x (z > r), 2) cualquiera que sea un 
número real x' menor que x (mayor que x), existe al menos un elemento x 
del conjunto {x } que satisface la desigualdad x > x' (x < x'). 

En esta definición la condición 1) significa que el número x 
(número x) es una de las cotas superiores (inferiores) y la condición 2) 
dice que esta cota es mínima (máxima) y no puede ser disminuida 
(aumentada). 

Es obvio que el conjunto de todos los números reales negativos 
tiene cota superior exacta, o sea el número cero, con tal que este 
número no pertenezca al conjunto dado. Es también obvio que el con- 
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junto de todos los números positivos enteros 1, 2, 3, ... tiene cota 
inferior exacta x = 1 que pertenece al conjunto dado (es decir, es 
elemento mínimo de este conjunto). De este modo, la cota superior 
exacta (inferior exacta) de un conjunto puede tanto pertenecer como 
no pertenecer a este conjunto. 

En todo conjunto superiormente (inferiormente) acotado, la 
existencia de cota superior exacta (inferior exacta) no es evidente 
y se necesita demostrarla. 

Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 2.1. Si un conjunto de números reales contiene al menos 
un elemento y está acotado superiormente (inferiormente), entonces 
existe un número real x ( númerox)que es la cota superior exacta (infe¬ 
rior exacta) de este conjunto. 

DEMOSTRACION. Nos limitaremos a demostrar solamente la existen¬ 
cia de la cota superior exacta para cualquier conjunto superiormente 
acotado, puesto que la existencia de la cota inferior exacta para un 
conjunto inferiormente acotado se demuestra de modo completa¬ 
mente análogo. 

Pues, sea el conjunto {x } superiormente acotado, es decir existe 
un número real M tal que todo elemento x del conjunto {x)satisface 
la desigualdad 

x < M. (2.6) 

Pueden haber dos casos: I o . Entre los elementos del conjunto 
(x } existo al menos un número real no negativo. 2°. Todos los ele¬ 
mentos del conjunto son números reales negativos. Consideraremos 
estos casos por separado. 

1°. Consideremos solamente los números reales no negativos que 
integran el conjunto {x ). Representemos cada uno de estos números 
en forma de una fracción decimal infinita y consideremos partes 
enteras de estas fracciones decimales. En virtud de (2.6) todas las 
partes enteras no superan al número M y, por_eso, existe la máxima 
entre las partes enteras que se denotará por x 0 . Entre los números 
no negativos del conjunto (x ) conservemos los que tienen la parte 
entera igual a x„ y eliminemos todos los demás números. En los 
números conservados consideremos las primeras cifras decimales des¬ 
pués de la coma. El máximo entre estos números se denotará por x,. 
Entre los números no negativos del conjunto (x) conservemos los 
que tienen la parte entera igual a x„ y la primera cifra decimal es 
Igual a x,, y eliminemos todos los demás números. En los números 
conservados consideremos solamente las segundas cifras decimales des¬ 
pués de la coma. La máxima entre estas cifras se denotará por x 2 . 
Continuando los razonamientos análogos, determinamos sucesiva¬ 
mente cifras decimales del número real i: 

X = X 0 , XjXo . . . x„ ... 
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Demostremos que este mismo número x es la cota superior exacta 
del conjunto { x }. Para hacerlo es suficiente demostrar dos afirma¬ 
ciones: 1) que todo elemento x del conjunto (x } satisface la desigual¬ 
dad x ¡áC x, 2) que, cualquiera que sea el número real x' menor que x, 
existe al menos un elemento x del conjunto {x } que satisface la de¬ 
sigualdad x > x'. 

Primeramente demostremos la afirmación 1). Como resno nega¬ 
tivo, todo número negativo x del conjunto {r} satisface, sin duda, la 
desigualdad i < i. Sea x — x 0 , x, . . . x„ ... cualquier número 
no negativo que integra el conjunto {i} . 

•Supongamos que este número x no satisface la desigualdad 
x ^ x. Entonces x>x y,_según la regla de comparación, existe 
un número k tal que x 0 = x„, . . x*_, = x*.,, x* > x h . Pero las 
últimas relaciones contradicen el hecho de que en calidad de x h 
se toma la máxima entre las cifras decimales x h de los elementos x 
que tienen la parte entera y las primeras (A- — 1) cifras después de 
la coma iguales respectivamente a x„, x,, . . x*_,. 

Ahora demostremos lu afirmación 2). Sea x' — xj, x,x¿ . . . 
. . .x¿. . . un número real arbitrario *) menor que x. Entonces, 
en virtud de la regla de comparación de los números reales existo 
un número n tal que 

x t — x 0y x t — x lt •. ■ i x„_i = x n _|, x n <^x n . (2.7) 

Por otra parle, el número x fue hecho de tal modo que entre los ele¬ 
mentas del conjunto { x } existe un número x = x„, x,x t . . . x„ ... 
cuya parto entera y las n primeras cifras decimales son iguales a las 
del número x, o sea, 


x, = x 0 , x, = x„ . x„ = x n . (2.8) 

Comparando (2.7) y (2.8), en virtud de la regla de comparación 
obtenemos que x' < x. La afirmación 2) queda demostrada. De este 
modo, para el caso I o la existencia de la cota superior exacta quedo 
también demostrada. 

2°. Se demuestra análogamente la existencia de la cota superior 
exacta para el segundo caso cuando todos los elementos del conjunto 
{x} son números reales negativos. En este caso, todos los elementos del 
conjunto {x} se representarán en forma de fracciones decimales 


*) Sin limitar la generalidad, este número i' consideramos no negativo, 
puesto que si fuera negativo, la desigualdad x -> i' satisfaría el elemento no ne¬ 
gativo x dol conjunto (x). 
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infinitas negativas. Mediante x„ denotemos la mínima entre las 
partes enteras de estas fracciones; mediante x[. la mínima de las 
primeras cifras decimales de las fracciones que tienen la parte entera 
igual a x 0 ; mediante x 3 denotemos la mínima entre segundas cifras 
decimales de las fracciones que tienen la parte entera igual a x„ 
y la primera cifra decimal, igual a z,; ... De esta manera, deter¬ 
minamos el número real negativo 

r= — x 0 , *,*, ... ... 

De manera completamente análoga al coso I o se demuestra que el 
número x es la cota superior exacta del conjunto {x} (o sea, satisface 
dos afirmaciones enunciadas al considerar el caso l"). El teorema 
queda demostrado. 

Observación. Al demostrar el teorema 2.1 en el coso 2 o todas 
las cifras decimales (leí número x= — Xo, x,x s ... x n .. ., a partir 
de cierto signo,_ pueden resultar jguales a cero, o sea^éste puede 
tener la forma x= —x„, x, ... x^x^OOO .... donde z t ^0. 

En este caso, la demostración dada anteriormente queda en 
vigor, pero según el acuerdo aceptado en el_p. 3, al comparar el 
número x con los elementos del conjunto, x debe escribirse en la 
forma 

x=» — x 0 , x, ... x k _, (x k — 1) 999. 

§ 2. Operaciones aritméticas con los números reales. 

Propiedades fundamentales de los números reales 

1. Definición de la suma de los números reales. Uno de los pro¬ 
blemas más importantes de la teoría de los números reales es el 
problema de definir las operaciones de adición y multiplicación de estos 
números y de las propiedades de estas operaciones. Ante todo examine¬ 
mos la operación de adición de los números reales. 

Es bien sabido cómo se suman dos números reales en la práctica. 
Para sumar dos números reales a y ó, éstos se sustituyen, con grado 
exigido de exactitud, por números racionales, y la suma de los nú¬ 
meros racionales mencionados se toma como valor aproximado de 
la suma do dos números reales dados. Además, no importa cómo, 
por defecto o por exceso, dichos números racionales aproximan los 
números reales dados a y b. Dicho procedimiento práctico de adición 
de los números reales, de hecho, supone que cuanto más exacto 
es el grado con que los números racionales ayf aproximan (de cual¬ 
quier modo) los números reales a y b. respectivamente, tanto más 
exacta es la suma a + p que aproxima el número real que debe 
ser la suma de los números reales a y b. 
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El deseo de justificar dicho procedimiento práctico de adición 
de los números reales lleva lógicamente a la siguiente definición 
de la suma de dos números reales. 

Sean a, y a 2 cualesquiera números racionales entre los cuales 
se encuentra un número real a (o sea. a, ^ a ^ a 2 ) y sean p, y ¡J 2 
cualesquiera números racionales entre los cuales se encuentra un 
número real b (o sea, p, b ^ p 2 ). Entonces se denomina suma de 
los números reales a y 6 un número real x que se encuentra entre 
todos los números racionales (a, -j- p,) y (a 2 + P ) * •*) ). 

En otras palabras, se denomina suma de números reales a y b 
un núinero real x tal que para cualesquiera números racionales a ,, 
“a- Pi Y Pi Q ue satisfacen las desigualdades 

a, < a < a 2 , p, ^ b < P„ (2.9) 

verifica las siguientes desigualdades-. 

«i +P, + P 2 . (2.10) 

La existencia do tal número real x que, además, es único, no provoca 
dudas (la demostración correspondiente se da a continuación en 
glosilla). No es difícil convencerse do que este número x es la cota 
superior exacta del conjunto (a, + P,( de las sumas de todos los 
números racionales a, y B. que satisfacen las desigualdades izquier¬ 
das (2.9) *•) 

1°. En primer lugar, vamos a convencemos do que dicha cota superior 
oxacta existe. En efecto, fijemos números racionales arbitrarios a, y 8, que 
satisfacen las desigualdades derechas do (2.9) y consideremos todos los números 
racionales posibles a, y B, que satisfacen las desigualdades izquierdas de (2.9). 
Empleando la propiedad de transitívidad del signo > demostrada en el p. 3 
del 5 i. concluimos que ct| < a», p, < P, y do estas desigualdades se desprende 
que o, + Pi < a, p„ (véase la parte final del p. 1 del § 1). De 09te modo, el 
conjunto de todos los números racionales {a ( -r Pi) es acotado superiormente 
y el número a 2 -b_P> es una de las cotas superiores de este conjunto. Sogún el 
teorema 2.1, el conjunto (a, P, ) tiene la cota superior exacta que se donotará 
por x. Queda por convencerse de que el número x es suma de los números reales 
a y 6, o sea, satisfaco las desigualdades (2.10) En efecto, sogún la definición 
de la Cota superior exacta es válida la desigualdad izquierda do (2.10), mientras 
que la validez de (a desigualdad derecha de (2.10) se desprende do que ct a -+- p 2 
es una de las cotas superiores y x, la cota superior exacta del conjunto (a, •+- p,). 

2 Ahora demostremos que existe silo un número real x quo satisface las 
desigualdades (2.10). Para eso nos basamos en el siguiente lema (para la como¬ 
didad, hacemos la demostración de este loma al final del párrafo): 

Lema. Si para dos números reales dados x x y x t y para cualquier número racio¬ 
nal positivo tomado anticipadamente e se encontrarán dos números racionales 
Vi y Yj leles que Yi < x, < y,, Yi < x 2 < Yz Ü Y« — Vi < e . entonces los nú¬ 
meros x, y x t son iguales. 


*) Observemos que en el curso elemental la suma de dos números reales se 
define do manera análoga. 

•*) So puedo convencerse análogamente de que este número es la cota infe¬ 
rior exacta del conjunto (cu + p,) de las sumas de todos los números racionales 
a 2 y P, que satisfacon las desigualdades derechas de (2.9). 
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Supongamos que existen dos números reales x¡ y x, que satisfacen las des¬ 
igualdades (2.10) (para cualesquiera números racionales tx,, a», P, y p. que satis¬ 
facen las desigualdades (2.9)). Tomemos cualquier número racional e. Según 
la afirmación demostrada en el p. 4 del i 1, para el número racional e/2 y el 
número real a se encontrarán números racionales a, y oc íales que a, < a < a, 
con tal que a, —• a, <C (e/2). Análogamente, para el número real b y para el 
número racional e/2 se encontrarán números racionales p, y ü, tales que p, < 
< * < P a con tal que P- — Pi < (e/2). 

De este modo, ambos númoros reales x¡ y x, estarán comprendidos entre dos 
números racionales (o, + P[) y (a, H- p,) cuya diferencia (por módulo) es igual a 

(«s + Pa) — <“t + Pi) — (“a — <*i) + (Pa — Pj) < e- 
Como e es cualquior número racional positivo tomado anticipadamente, x, = x, 
debido al loma enunciado anteriormente. 

3 o . Por fin, demostremos que para dos números racionales la definición 
de la suma de números reales, enunciada por nosotros, y la definición de la suma 
do númoros racionales, conocida del curso elemental, llevan a un mismo multado. 
En efecto, si a y ó son dos números racionales que satisfacen las desigualdades 
a, < a < a, y P, < 6 < P„ y (a + 6) os su suma obtenida empleando la defi¬ 
nición conocida del curso elemental, entonces es obvio que 

(a, + Pi> < a + b < (a, + P.) (2.11) 

con tal que, según la afirmación que acabamos do demostrar, el número racional 
(a -f- b) es el único númoro real que satisface las desigualdades (2.11). 

4°. Antes de demostrar el lema enunciado anteriormente fundamentemos la 
siguiente afirmación auxiliar. 

Cualesquiera que sean dos números reales a y b tales que b <C a, existe un número 
racional a comprendido entre ellos, es decir, tal que b <Z a < a (¡i, por consiguiente, 
existe un conlunto Infinito de diferentes números racionales comprendidos entre 
a y b). 

Es suficiente considerar el caso cuando los dos números a y b son no nega¬ 
tivos puesto que el caso cuando a y b son ambos no positivos se reduce al dicho 
caso pasando a módulos, mientras el caso cuando un número es positivo y otro, 
negativo, es trivial (en calidad de a se puede tomar ol cero). 

Pues, sea que b > 0; '6 < o; a= a 0 , a,o, . . . a n . . .; b 0 . b,b, . . . b n ... 

Sen k el mínimo entre los números n para los cuales se infringe la igualdad 
a n en b n , es decir, a 9 = b 0 , a, = 6,, . . ., a/,_, — 6a_|, a* > by. 

En virtud del acuerdo aceptado en el p. 3 del 5 1 so puedo considerar que 
todos los a„, siendo n > k, no pueden ser Iguales a cero. Sea p ol mínimo entre 
los números n que superan a * y para los cuales o„ > 0, es decir. 

a = Oy, Q[ . . . Oy00 . . . OíZp . . . 

Entonces, de la regla de comparación de los números reales so deduce directa¬ 
mente que ol número racional •* = «,. a, ... a/,00 ... 0 (a p — 1) 999 . . . 
satisface las desigualdades 6 <a < a. Le afirmación auxiliar queda demostrada. 

Refiriéndose a la demostración del lema, supongamos que x, y* x,. Sea que, 
para la precisión, x, < x,. Entonces, en virtud de la afirmación auxiliar existen 
dos números racionales a, y cc 3 tales que 

x, < a, < a, < x,. (2. 12 ) 

Sean ahora y, y y t cualesquiera números racionales que satisfacen las desigual¬ 
dades 

Vi < *. < Ya. Yi < *a < Ya- (213) 

Comparando (2.12) y (2.13) y utilizando la propiedad de transitividad del signo 
> obtenemos Yi < <*i < ce, < y,. Pero, entonces y, — Vi > Ya — Yi. que 
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contradice el hecho de que se puede hacer ia diferencia y, — y, menor que cual¬ 
quier número racional positivo tomado anticipadamente e. BÍ lema queda de¬ 
mostrado. 

2. Definición del produelo de los números reales. Ya que los 
problemas que surgen en la definición del producto de los números 
reales coinciden, en general, con los problemas examinados para 
definir la suma de los números reales, nos limitamos solamente a for¬ 
mular brevemente los resultados. 

Primeramente definimos el producto de dos números positivos 
ay b. Mediante ce,, ct 2 , P, y p a denotemos cualesquiera números racio¬ 
nales que satisfacen las desigualdades a, ^ a a 2 , P, ^ b ¡Sí p 2 . 

Se denominará producto de los números reales positivos a y b 
un número real x que satisface las desigualdades a,p, ^ x < a 2 p 2 . 

Igualmente como para la suma se demuestra que esto número x 
existe y, además, es único. Es fácil convencerse de que este número x 
es la cota superior exacta del conjunto {a,p,} de los productos de 
todos los números racionales a, y P, que satisfacen las desigualdades 
0 < a, < a, 0 < p, < ó. 

El producto de los números reales do cualquier signo se deter¬ 
mina por la regla siguiente: 

1) se considera que a- 0 = 0 a = 0; 

( |fl|-|ó| si a y 6 tienen signos iguales 
2) se considera queaó=s —|u|-|ó|si a y fe tienen signos d¡- 
l ferentes. 

Para concluir, señalemos que igualmente como para la suma se 
puede demostrar que empleando para dos números racionales ora 
la definición del producto de los números reales ora la definición 
del producto de los números racionales conocida de las matemáticas 
elementales llegamos al mismo resultado. 

3. Propiedades de los números reales. Vamos a convencernos do 
que para los números reales arbitrarios son válidas todas las pro¬ 
piedades fundamentales enumeradas en el p. 1 del § 1 para los núme¬ 
ros racionales. La validez de la propiedad 1° para los números reales 
ya está fundamentada anteriormente. Do este modo, hace falta 
aclarar sólo la validez de las propiedades 2 o —13° para los números 
reales. 

Es fácil convencerse de que, para los números reales, son váli¬ 
das las propiedades 2°—5° y 11° relacionadas con el concepto de 
suma. La validez de las propiedades 2°—5° se desprende directa¬ 
mente de la definición de la suma de los números reales y de la vali¬ 
dez de dichas propiedades para los números racionales. 

Vamos a demostrar ia propiedad 11°. es decir, demostremos aue si a. b y c 
son cualesquiera tres números reales y a > 6, entonces a -f- c > b + c. 

Como a > b, en virtud de la afirmación auxiliar argumentada al demostrar 
el lema (véase la porte final del p. 1 del párrafo Drcsentc), existen númoros racio¬ 
nales a t y tales que a > > b. Para el número real c y para el número 
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racional positivo e = a, — 8* se encontrarán números racionales y, y y, tales 

J ilo y, < c < y, y. además, y, — y, < e = a, — p, (véase la afirmación 
cmostrada en el p. 4 del § 1)- 

Luego, sean a, y p, cualesquiera números racionales que satisfacen las des¬ 
igualdades o, > a, b > P,. Entonces, por la definición do la suma de los núme¬ 
ros reales 

“a ■+■ Y« > O + « > «i + Ti- Pa + Ya > b + c > Pt + Yi- 
Para demostrar que a + c > b + c, debido a la transitividad del signo >, 
basta demostrar que o, + y, > p t + Y t . pero esto se desprende diro lamente 
do la desigualdad y, — y, < a, — p,. 

Observemos que la sustracción de los números reales puede con¬ 
siderarse como la operación inversa a la adición lo que se fundamenta 
completamente a base de las propiedades 2°—5°. Denominaremos 
diferencia de los números reales a y b un número real c tal que c + 
+ b — a. 

Vamos a convencernos de que esta diferencia es ol número c = 
= a + b' siendo b' el número opuesto a b. 

En efecto, empleando las propiedades 2 o — 5°, se puodo escribir 

c + b = (a + b") -{- b = a + (b' -f b) «■ a + 0 «= a. 

Ahora vamos a convencernos de que existe sólo un número real que 
es diferencia de dos números reales dados. Supongamos que además 
del número dado anteriormente c = a + b' existe otro número d 
tal que d + b = a. Entonces, por un lado, (d -+• 6) -f- b' = a -f 
-f b' = c, y por otro lado, (d + b) + b' = d + (ft + b') = d + 
-t- 0 = d, es decir, c — d. 

Empleando la definición de la diferencia y la propiedad 5 o se 
deduce que el número a', opuesto a a, es igual a la diferencia entre 
el número 0 y el número a. Este número suele escribirse en la for¬ 
ma —a. 

No es difícil transferir para el caso de los números reales las pro¬ 
piedades 6 o , 7°, 8°, 9 , 10° y 12° relacionadas con el concepto de pro¬ 
ducto. Refiriéndose a la propiedad 9°, indiquemos que si a es un 
número real positivo y a,, a t son cualesquiera números racionales 
que satisfacen las desigualdades 0 < a, ^ a sj <x a , entonces el 
número a', inverso de a, se defino como el único número real que 

satisface las desigualdades a'<1—*). 

Las propiedades 6°—9° permiten deducir que para cualesquiera 
dos números reales a y b {b ^ 0) existe sólo un número c que satisface 
la condición db = a. Este número c so denomina cociente de los nú¬ 
meros a y b. 


*) En calidad clol número a se puede tomar la cota superior exacta del 


conjunto do todos los números racionales 
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De la definición del cociente y la propiedad 9° se desprende que 
el número a ', inverso de a, es igual al cociente de los números 1 y a 
que se denota por 1/a. 

En fin. observemos que para los números reales se transfiere 
también la última propiedad 13 de los números racionales, a saber: 
cualquiera que sea el número real a, se puede repetir el número 1, como 
sumando, tantas veces que la suma obtenida superará a a *). Demostre¬ 
mos esta propiedad. Si a < 0, la demostración no es necesaria puesto 
que 1 > a. Sea a>0 ya = a 0 , % .. . a n ... En virtud de que 
la definición de la suma de los números reales coincide, en cuanto 
a la suma de los números racionales, con la definición de la suma de 
los números racionales, al repetir el número 1, como sumando, 
n veces, obtenemos el número entero n. De este modo, es suficiente 
demostrar que para el número a existe un número entero n tal que 
n > a lo que es obvio ya que basta tomar n = a„ + 2. 

De este modo, para los números reales se transfieren todas las pro¬ 
piedades fundamentales enunciadas para los números racionales en el 
p. 1 del párrafo presente. Por consiguiente, para los números reales 
quedan en vigor todas las reglas del álgebra que se refieren a las opera¬ 
ciones aritméticas y a la combinación de igualdades y desigualdades. 

Con esto acabamos de exponer elementos de la teoría de los nú¬ 
meros reales necesarios para formar el curso del análisis matemático. 
La exposición más detallada de la teoría de los números reales apa¬ 
rece en el apéndice del tomo 2. 

Para concluir observemos quo hemos construido la teoría de los 
números reales empleando su representación en forma de fracciones 
decimales infinitas. 

Está bien claro que podríamos emplear también fraccionos infi¬ 
nitas de cualquier otra base (no es necesario que sea decimal). Res¬ 
pecto a eso los sistemas de numeración de diferentes bases son equi¬ 
valentes unos a otros. No obstante, en algunos problemas de cálculos 
aproximados, en particular, para redondear números hasta el orden 
dado, los sistemas de numeración de bases pares e impares se portan 
de manera diferente (véase al respecto el Complemento 2 del capí¬ 
tulo presente). 

4. Algunas relaciones frecuentemente utilizadas. Para cualesquiera 
números reales ay b demostremos la validez de dos relaciones siguien¬ 
tes: 

| ab | = | a | • | b |, (2.14) 

|a+6|<|a|-HM. (2.15) 

Estas relaciones se enuncian de la manera siguiente: 1) el módulo 
del producto de dos números es igual al producto de los módulos de estos 
números, 2) el módulo de la suma de dos números no supera a la suma 
de los módulos de estos números. 

*) Observemos que esta propiedad se denomina axioma de Arquinales. 
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La relación (2.14) se desprende directamente de la definición del 
producto de dos números reales. Demostremos la relación (2.15). 
Basándose en la definición del módulo y la regla de comparación 
paya cualesquiera números reales a y ó se hacen válidas las desigual¬ 
dades 

-|a|<o<|a|. 

En virtud de las propiedades fundamentales se puede sumar término 
a término las desigualdades de signos iguales (lo que está demostrado 
en la parte final del p. 1 del § 1). Por eso 

-(UI+IHKo + KM + IH. 

Si a b > 0, empleamos la parte derecha de las últimas desigual¬ 
dades y, si a + b ^ 0, la izquierda, lo que permite obtener la de¬ 
sigualdad (2.15). 

OBSEHVACION. Señalemos otra9 dos desigualdades frecuentemente utili¬ 
zados: 

|«-4|>|o|-|4| (2.16> 

y 

| a-4| >|| a| - | 4||. (2.17) 

Para obtener la desigualdad (2.16) es suficiente tomar en consideración que 
a “ (o — 4) + 6 y. basándose en (2.15), escribir la desigualdad I a | < 
< I a — 6 | + | 4 |. La desigualdad (2.17) ea corolario de la desigualdad (2.16) 
y de la desigualdad |4 — a | > | 4 | — | a | la cual so obtiene de (2.10) si los 
números a y 4 cambian de lugares y signos. 

§ 3. Algunos conjuntos'concretos de números reales 

A continuación vamos a examinar diferentes conjuntos de núme¬ 
ros reales. Un conjunto arbitrario de números reales se denotará por 
el símbolo { x } y los números que integran este conjunto so deno¬ 
minarán elementos o puntos del conjunto. Diremos que el punto x, 
del conjunto {xj es distinto del punto x % de este conjunto si los números 
reales x, y x, no son iguales uno a otro. Si, además, es válida la desi¬ 
gualdad x, > Xj (x, < x a ), diremos que el punto x, yace a la de¬ 
recha ( a la izquierda) del punto x a . 

Consideremos algunos conjuntos de números reales que se usan 
mucho. 

I o . El conjunto de números reales x que satisfacen las desigual¬ 
dades a ^ x ^ 6 , si a < 6 , se denominará segmento y se denotará 
por el símbolo la, ó). Además, los números a y ó se llamarán puntos 
de jrontera o extremos del segmento la, ól y todo número x que satis¬ 
face las desigualdades a < x < b se llamará punto interior del seg¬ 
mento la, 6l. 

2 o . El conjunto de todos los números reales x que satisfacen las 
desigualdades a ^ x < b ¡o bien a < x ^ b) se denominará semi- 
segmento y se denotará por el símbolo (a, 6) (o bien (a, b)}. 
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'¿ c . El conjunto de lodos los números reales x que satisfacen las 
desigualdades a < x < b se denominará intercalo y se denotará por 
el símbolo (a, b). 

4 o . Todo intervalo que contiene el punto c se denominará entorno 
del punto e. 

5°. El intervalo (c — e, c 4- c), donde a > 0, se denominara 
i-entorno del punto c. 

O". El conjunto de todos los números reales se denominará 
recta numérica (infinita ) y se denotará por el símbolo (—oo, -t-oo). 

7°. El conjunto de lodos los números reales x que satisfacen la 
desigualdad x a {o bien a: < b) se denominará semirrecta y se 
denotará por el símbolo [o. oo) {o bien ( —oo, ó)}. 

8°. El conjunto de lodos los números reales x que satisfacen la 
desigualdad x > a {o bien x < ft} se denominará semirrecta abierta 
y se denotará por el símbolo (n, oo) {o bien (—oo, b )}. 

OBSERVACION. Notemos que a vece» el segmento se Huma segmento cerrado 
y el intervalo, segmento abierto. 

Un conjunto arbitrario (r) se denominará denso en si si en cualquier entorno 
<le todo punto r do este conjunto se encuentra al monos un punto del conjunto 
distinto do r. Cualquiera de los conjuntos 1* *•) —8° definidos anteriormente puede 
servir de ejemplo de conjunto denso en sí. Otro ejemplo de dicho conjunto puede 
ser el de lodos los númoros racionales que forman parto do cualquiera de los 
conjuntos t°— 8°. 


Complemento 1 

Conversión de los números del sistema decimal 
al'binarlo y del sistema binario al decimal 

En este complemento vamos a estudiar los algoritmos do conversión de los 
números dol sistema decimal al binario y do la conversión inversa, del sistema 
binario al decimal •). 

J. Conversión de los números del sistema decimal al sistema binario. Para 
representar un número decimal r l0 en la red de posicionos del ordenador se usa 
la llamada formu normaltsada do notación de esto número 

= ( 2 - 18 ) 

En esta forma de notación la magnitud 

q, 0 = (1 - 2Sq) (a, 10-' + a,.t<>-* 4- . . - + a,-10'«) (2.19) 

se denomina mantisa de este número con tal que a, > 1; S q se toma igual 
a cero para e igual a la unidad para El exponento de la potencio 

p,„ -(1— 2 S p ) (P, +- 10P,) (2.20) 


*) Los algoritmos expuestos a continuación se realizan, en particular, 
en el ordenador BESM-4. . . ... 

*•) De este modo, en la igualdad (2.19!, el factor (I — 2 S q ) caracteriza 
el signo ilo la mantisa q,|. 



Complemento 1 


49 


se denomina orden decimal del número dado con la particularidad de que S p se 
tomo igual a cero para p, a >Oe igual a la unidad para p, 0 < 0 * **) *••) ), 

En la fig. 2.3 se indica cómo el número decimal (2.18) — (2.20) se representa 
en la rod de posiciones del ordenador. Para representar cada uno de los números 
decimales 8!, a t , . ... a, w dan cuatro posiciones binarias asi que cada uno 
de loa números mencionados puede tomar cualquier valor entero de 0 a 15. 
Para representar el número p, se dan sólo dos posiciones, así que p, puede tomar 
valores 0, 1, 2, 3 *•}. 

El programa estándar convierte el número decimal (2.18) — (2.20) en el 
número binario correspondiente x,. Esto programa so roa i ira del modo siguiente. 
Primeramente se calcula la magnitud -y: 

y = (1 - 2 S„) (0,-10* -t- 0,10" +...■+■ o,)-2*». 

Luego, dicha magnitud y se multiplica por la magnitud k = 2 , *-10' 10 (en el 
ordenador la última magnitud so da también en forma normalizada y, además, 
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Fig. 2.3 

normalmente con exceso do dos unidades de la posición de orden bajo de la 
mantisa) 

Obviamente, el producto ky corresponde a la mantisa decimal (2.19). La 
siguiente operación consiste en multiplicar ley por 10 ó 1/10, lo que depende del 
signo de p,„, (es docir, de .?,,) que se realiza Untas veces cuanto es la magnitud 
| p,o |. Para terminar ol programa, en ol resultado obtenido se suele borrar tres 
posiciones de orden bajo la mantisa. 

Dicho programa garantiza: 1) al menos 30 cifras binarias exactas dol resul¬ 
tado: 2) la conversión al númoro binario do cualquier número decimal entero 
do O a 50 000: 3) la conversión del número normalizado decimal al número bina¬ 
rio normalizado *••). 

Para concluir, notemos que si realizamos dicho programa y en el proceso 
de multiplicar por 10 el orden binario del númoro convertido supera a 59, enton¬ 
ces las multiplicaciones sucesivas por 10 cesan incluso si hacen falto conforme 
a la magnitud | p,, j. 

2. Conversión de los números del sistema binarlo de numeración al sistema 
decimal. Señalemos el programa estándar que couvierte el número binario 
x 5 = ?j-2 p *, dado en forma normalizada, en el número d&imal correspondiente 


*) Asi que el factor (1 — 2 S B ) caracteriza el signo del orden p 10 en la 
igualdad (2.20). P 

**) En efecto, la construcción del dispositivo teclado no permito repre¬ 
sentar cada uno de los números Pj, a it a a , . . a, superior a nueve y ol nú¬ 
mero superior al uno. Así pues, cada uno de los números 0,. a l% a a , . . a 9 
varía de 0 a 9 y el número 6, toma valores 0 ó 1. 

*••) Si el número decimal de partida no fue normalizado (es decir, en (2.19) 
se infringía la condición a t ^ 1 ), entonces ol resultado de su conversión al siste¬ 
ma binario puede ser no normalizado 


U —007 
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escrito en forma normalizada (2.18) — (2.20). En la red de posiciones del 
ordenador el número convertido se pone del modo indicado en la fig. 2.3. 

El programa se realiza de la manera siguiente. Primeramente el numero 
inicial r, se multiplica por 1/10 para que después de multiplicarlo por diez no 
ocurra la sobrecarga del ordenador. Luego el número obtenido se multiplica 
por 10 si es superior a la unidad o por 1/10, si no lo es. hasta que el resultado 
de las multiplicaciones no so encuentre en el intervalo de 1/10 a 1. Obviamente, el 
número de multiplicaciones realizadas determina | />,„ I- En 'cuanto al signo 
de p, 0l os positivo si el número inicial supera a la unidad y negativo en coso 
contrario. _ , . . . K . 

Luego es evidente que el número obtenido como resultado de las multipli¬ 
caciones será mantisa decimal q, 0 . Las cifras a tl a-, . . ., a* de la mantisa 
decimal q l9 se determinan sucesivamente multiplicando por 10 y extrayendo la 
parte entera 

Complemento 2 

Errores del redondeo de los números en los sistemas 
de numeración de bases par e impar 

Supongamos que el ordenador funciona con números de ( posiciones en un 
sistema do numeración de basa p > 2. Entonces, sin disminuir la generalidad 
se puede considerar que todos los números a*O almaceuados en la memoria del 
ordenador tienen la torran 

*<*> » -4- «,p“* -• . . . a t p -< 

donde los coeficientes a¡ U = I. 2 . . t) pueden tomar valores 0, i. . . . 
. . (p — 1). Está bien claro que Jas operaciones, talos como la adición, la 
multiplicación o la división, realizadas con los números de t posiciones pueden 
dar, como resultado, números que tienen más de t posiciones. Por eso surge 
lógicamente lo necesidad do redondear los números indicados basta t posiciones. 

Examinemos la oporación más simple o sea ol redondeo de los números que 
contienon i + r posiciones (siendo r > 0) hasta los números de t posiciones. 
Cualquiera que sea el procedimiento do redondear el número x<** r ) de (/ + r) 
posiciones, el resultado del redondeo debe ser el número de t posiciones. Do 
aquí se desprende quo el error de! redondeo del número ad'* r > (denotaremos 
esto error por ol símbolo e (rt<*'>)) tiene 1a forma siguiente: 

e (xt'*')) - -ip-f') + m (l)-p-«. 

Aquí i puede tomar valores 0.1, . . p’ — l según los valores de las r últimas 
posiciones del número xt í+r >, y m{í) es una función de t que toma valores enteros 
y depende del procedimiento elegido de redondeo. ... 

La característica más importante del orror del redondeo es su valor medio A 
que se define como lo fracción •) 

S «<*'*'>> 

A“ ' 

n('* r ) 

cuyo numerador es la suma do los errores correspondientes a todos los valores 
admisibles de los números xt , '* r > y el denominador, la cantidad de estos números 
*(!«■>. 


*) El símbolo 2 significa que se suman los sumandos escritos después de 

A 

este símbolo. Si dichos sumandos dependen del número i la denotación 

i=m 

quiere decir que hace falta sumar todos los valores de i desdo man. 


Supongamos que todos los números considerados a< f4r > satisfacen la9 desi¬ 
gualdades 0 < z('* T > •< 1. Entonces, es obvio que la cantidad /»( í4r > do todos 
estosxí* 47 ")será iguala p< l * r > y después de hacer cálculos simples obtenemos que 

P V (-0 ' 

La suma 2 m (0. que está entro llaves, dependo del procedimiento de re¬ 
dondeo poro en todo caso será entera. El segundo término que está entro 
llaves P ~ no será entero para todo p par. De este modo, para cualquier base 

par p el error medio ó no será igual a cero. Esto significa quo, para cualquier 
procedimiento lijo del redondeo determinado sólo por posiciones eliminadas, el 
error del redondeo hasta el menor número do posiciones tendrá desplazamiento 
sistemático on cualquier sistema de numeración de base par. Por otra parte, es 
fácil comprobar que en cualquier sistema de base impar la regla común «escolar* 
para redondear lleva a errores «no desplazados*. 


Capítulo 3 

LIMITE DE UNA SUCESIÓN 


Una de las operaciones fundamentales del análisis matemático 
es la operación del paso al límite. En el análisis dicha operación 
aparece en varias formas. En este capítulo se examina la forma más 
simple de la operación del paso al límite que se basa en el concepto 
de límite de la llamada sucesión numérica. A continuación el con¬ 
cepto de límite de una sucesión numérica nos permitirá definir 
otras formas de la operación del paso al límite. 

§ 1. Sucesiones numéricas 

1. Sucesiones numéricas y operaciones con ellas. El lector ya 
tiene ciertos conocimientos sobro sucesiones numéricas de las mate¬ 
máticas elementales. Los ejemplos de sucesiones numéricas son: 
1) la sucesión de todos los elementos de progresiones aritmética y geo¬ 
métrica; 2) la sucesión de los perímetros de n-ágonos regulares inscri¬ 
tos en una circunferencia dada; 3) la sucesión *, => 1, =» 1,4, 

x, — 1,41 ... de los valores aproximados del número /"2. Vamos 
a precisar el concepto de sucesión numérica. 

Si a todo número n de lo serie natural de los números 1, 2, ... 
n, ... se le pone en correspondencia, según una ley determinada, 
un número real x„, entonces el conjunto de los números reales enume¬ 
rados 

*i. x t , . . ., x„, . . . (3.1) 

se denominará sucesión numérica o simplemente sucesión. 

Los números x n se denominan elementos o términos de la 
sucesión (3.1). En forma abreviada, la sucesión (3.1) se denota 

por el símbolo (i„). Así, por ejemplo, por el símbolo ( —) se 

denotará la sucesión 1, 1/2, . ..,1/n, ... y por el símbolo 
{l+( — 1)"), la sucesión 0 , 2, 0 , 2, ... 

Introduzcamos el concepto de operaciones aritméticas con suce¬ 
siones numéricas. Sean dadas sucesiones arbitrarias z„ x 2 , . . . 
. . ., x„, , , . e j|, . ., y n , ... Se llama suma de estas suce¬ 
siones la sucesión x¡ + y¡, x 2 + y 2 .x„ y n , ... (o bien 

{x„ + y„}), diferencia, la sucesión x, — y¡, x 2 — y 2 , . . ., z„ — 
— Un< ■ • ■ (o bien {z„ — y„}), producto, la sucesión z,- y¡, x 2 -y 2 , . . . 
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. . x„-y„, ■ . . (o bien y cociente, la sucesión 


Ü 

Vi 


ü Zn 

y* ’ 


... (° bien{^-}). 


Observación. Al definir el cociente 



se requiere que todos 


los elementos y n de la sucesión {(/„} sean diferentes de cero. Sin 
embargo, si en la sucesión {g„} se anula solamente un número 


finito de elementos, entonces el cociente 


puede ser definido 

ün > 


a partir del número después del cual lodos los elementos y„ son dife¬ 
rentes de cero. 

2. Sucesiones acotadas y no acotadas. 

Definición i. Una sucesión (x n } se denomina superiormente 
{inferiormente) acotada si existe un número real M {un número m) 
tal que lodo elemento x„ de la sucesión (x„ } satisface la desigualdad 
x n < M (x„ > m) •). 

Al mismo tiempo, el número M (el número m) se denomina 
cota superior {inferior) de la sucesión (x„} y la desigualdad x„ ^ M 
(x„ > m) se llama condición de acotación superior (inferior) de la 
sucesión. 

Notemos que cualquior sucesión superiormente acotada {x„} 
tiene un conjunto infinito de colas superiores. En efecto, si M es 
su cota superior, cualquier número A/*, mayor que M , es también 
su cola superior. Observemos que en la condición x„ M de acota¬ 
ción superior de la sucesión (x„} se puede tomar como M cualquiera 
de las cotas superiores. Podemos hacer las mismas observaciones 
con respecto a las cotas inferiores de una sucesión interiormente 
acotada |x„). 

Definición 8. Una sucesión (x„ } se denomina acotada por ambos 
lados o simplemente acotada si es acotada tanto superiormente como 
tnferiormente, o sea, si existen números m y M tales que todo elemento 
x„ de esta sucesión satisface las desigualdades: m ^ x„ SC AI. 

Si la sucesión {x„} es acotada y M y m son sus cotas superior e 
inferior, entonces todos los elementos x n de esta sucesión satisfacen 
la desigualdad 


\x n \^A 


(3.2) 


donde A es el máximo de dos números | Af ¡ y | m |. Reciprocamente, 
si todos los elementos de la sucesión (x„) satisfacen la desigualdad 
(3.2) se cumplen también las desigualdades — A x„ ^ A y, por 
consiguiente, la sucesión {x„} está acotada. De este modo, la desi¬ 
gualdad (3.2) es otra forma de la condición de acotación de una 


•) Esta definición es completamente análoga a la definición del conjunto 
superiormente (interiormente) acotado do los números reales (véase el p. 5 del 
5 i del cap. 2). 
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sucesión. Precisemos el concepto de sucesión no acotada. La sucesión 
{x„} se denomina no acotada si para cualquier número A existe un ele¬ 
mento x n de esta sucesión que satis/ace la desigualdad I x n \ > A. 
Consideremos algunos ejemplos: 

1) La sucesión —1, —4, —9.— n 3 , ... es superiormente 

acotada y no es inferiormento acotada. La cota superior de esta suce¬ 
sión es todo número no inferior al —1. 

2) La sucesión 1. -y- . -j-. • • , ... está acotada. En 

efecto, la cota superior do esta sucesión es cualquer número M > 1 
y la cota inferior, cualquier número m ^ 0. 

3. La sucesión 1, 2, 1, 3, . . ., 1, n, 1, (n -+- 1), ... es no aco¬ 
tada. En realidad, cualquiera que sea el número positivo A, entro 
los elementos de esta sucesión (de números pares) existen elementos 
superiores a A. 

3. Sucesiones infinitas e Infinitesimales 

Definición 1. Una sucesión fx n ) se denomina infinita si para cual¬ 
quier número positivo A *) se puede indicar un número N **) tal que 
para n A' todos los elementos x n de esta sucesión satisfacen la desi¬ 
gualdad | a: n | > A. 

OBSERVACION. Evidentemente, toda sucesión infinita es no aco¬ 
tada puesto que para cualquier A > 0 se puede indicar un número N 
tal que para n A' todos los elementos x n verifican la desigualdad 
| x„ | > A y, por consiguiente, para cualquier A > 0 existe al 
menos un elemento x„ tal que | x n | >/l. Sin embargo, una suce¬ 
sión no acotada puede no ser infinita. Por ejemplo, la sucesión no 
acolada 1, 2, 1, 3, . . ., 1, n, . . . no es infinita puesto que para 
•<4 > 1 la desigualdad | i„ | > A no tiene lugar para todos los x„ 
con números impares. 

Definición 2. Una sucesión {a„} *** ••••) **••*) ) se denomina infinitesimal 
si para cualquier número positivo e **•*) se puede indicar un número 
N **•**). tal que para n ~^¡ N todos los elementos a„ de esta suce¬ 
sión satisfacen la desigualdad | a„ | < e. 

Consideremos los ejemplos siguientes: 

1) Demostremos que. para | q \ > 1, la sucesión q, q 3 , q 3 , . . . 
. , ., q , . . . es infinita, y para | q | < 1, infinitesimal. 

En primer lugar, consideremos el caso cuando | q \ > 1. Enton¬ 
ces | <jJ => 1 + ó. siendo 6 > 0. Empleando la fórmula de bino- 


•) Cualquier grande que sea el número que hayamos tomado. 

••) Puesto que el número tf depende del número A , a veces se escribe 

•••) Los elementos de las sucesiones infinitesimales se denotarán, como 
regla, con letras griegas. 

••••) Cualquier pequeño que sea el número que hayamos tomado. 

**••*) Puesto que el número .V depende del numero e, a veces so escribe 
N = N (e). 
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mío de Newton, obtenemos | q 1* *•) = (1 -j- 6) N = 1 -f- 6 N + (los 
términos positivos). De aquí 

I q I* > 6AT. (3.3) 

Fijemos un número arbitrario A > 0 y tomemos el número A r tan 
grande que tenga lugar la desigualdad 6 N > A *). De la última 
desigualdad y de la (3.3) se desprende la desigualdad | q | N > A. 
Como I q I" > I q l w para n>iV y I 9 I > 1 (en virtud de las pro¬ 
piedades de los números reales), se tiene | q | n > A para n ^ N. 
Por tanto, queda demostrado que para | q | > 1 la sucesión consi¬ 
derada es infinita. 

El caso de | q \ < 1 se demuestra de manera análoga. En este 
caso -i = 1 ó donde 6 > 0 (hemos omitido el caso de q = 0 ). 
Empleando de nuevo la fórmula de binomio de Newton, obtenemos 
en vez de (3.3) la siguiente desigualdad: 

o bien | 7 | w < 1 L.. (3.3*) 

Fijemos arbitrariamente e>0 y tomemos el número N partiendo 
de la condición <e*>. Ya que | 9 |"<| 9 | W para nl>A r y 
|?< 1 , entonces de las desigualdades obtenidas se desprende que 

|g|"<e para n^S. Por tanto, queda demostrado que, para 
1 9 ( < 1 . la sucesión considerada es infinitesimal. 

2) Demostremos que la sucesión 1, ... es infini¬ 
tesimal. En efecto, si n>AT, entonces Por eso, según k 


dado basta escoger el número A', partiendo de la condición 
-^-<e. Por ejemplo, se puede tomar N = [- 7 -] +1- 

4. Propiedades fundamentales de las sucesiones infinitesimales. 

Teorema 3.1. La suma de dos sucesiones infinitesimales es sucesión 
infinitesimal. 

demostración. Sean {a„} y {P„} sucesiones infinitesimales. 
Demostremos que la sucesión {ct„ 4 - p n } es infinitesimal. Sean e 
número positivo arbitrario, N x número, partiendo del cual | a„ | < 
< g/2 y N, número, partiendo del cual | P„ | < e/2. (Estos números 
N¡ y A', existen por la definición de la sucesión infinitesimal.) 
Ya que el módulo de la suma de dos números no supera a la suma de 


*) Es suficiente tomar N — |”^1 4- 1, donde el símbolo [i| significa la 
parte entora dol número x. Por ejemplo, |5, 1381 = 5, 1—172,9) = —173. 

*•) Es sufiriente tomar ,V = ^J ■+■ 1. 
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sus módulos, es decir, | a„ + p„ | < I a„ | + | p„ | (véase el p. 4 
del § 2 del cap. 2), entonces, denotando mediante N el máximo de 
dos números JV, y N t obtenemos que, partiendo del número A'. se 
cumple la desigualdad | cc„ + P„ I < e. Esto significa que la suce¬ 
sión |a, + p„} es infinitesimal El teorema queda demostrado. 

Teorema 3.2. La diferencia de dos sucesiones infinitesimales es 
sucesión infinitesimal. 

Este teorema so demuestra análogamente al anterior, pero en 
vez de la desigualdad 1 ct„ ■+- p„ 1 ^ 1 a„ I - 1 - I Pn I debe tomarse 
la desigualdad | a„ — P„ I < I a„ | |- | P„ |. 

Corolario. La suma algebraica de cualquier numera finito de suce¬ 
siones infinitesimales es sucesión infinitesimal. 

Teorema 3.3. La sucesión infinitesimal es acotada. 
demostración. Sean {a n } una sucesión infinitesimal y e un nú¬ 
mero positivo. Luego sea N un número, partiendo del cual | <x„ | < e. 
Denotemos mediante A el máximo de IV números siguientes: e, 
| a, |. I «j |, . . ., | a N . t |. Esto puede escribirse así: A = 

= máx {e, | a, |, 1 a, |.I a. v -i I) *)• Obviamente, I a„ I < 

< A para cualquier número n, lo que significa el carácter acotado de 
la sucesión. El teorema queda demostrado 

Teorema 3.4. El producto de una sucesión acotada por una sucesión 
Infinitesimal es sucesión infinitesimal. 

demostración. Sean { x n } sucesión acotada y (a„) sucesión 
infinitesimal. Ya que la sucesión {x„} está acotada, entonces existo 
un número A > 0 tal que todo elemento satisface la desigualdad 
Tomemos un número positivo arbitrario e. Debido 
a que la sucesión {a,} es infinitesimal, para el número positivo 
e/A se puede indicar un número JV tal que, siendo re > JV, se cumple 
la desigualdad | ct„ | < e/A. Entonces, para re > AL | x„-a n \ = 
=> | x n | -| a„ | < yl-j = e. Por eso la. sucesión {z„-a n } es infi¬ 
nitesimal. El teorema queda demostrado. 

Corolario. El producto de cualquier número finito de sucesiones 
infinitesimales es sucesión infinitesimal. 

observación. El cociente de dos sucesiones infinitesimales 
puede ser sucesión de cualquier tipo e incluso no tener 
sentido. Por ejemplo, si a„=l/n, p„ = f/n, entonces todos los 
elementos de la sucesión |-2i} son iguales a la unidad. Si a„ = 

= l/n, P„ = l/re J , entonces la sucesión es infinita y, ai 

contrario, si a„= 1 ln z , P„ = l/n, entonces la sucesión |-^-}esinfi¬ 
nitesimal. Si el número infinitamente grande de elementos de la 

•) Aquí y a continuación el símbolo a =* máx {a,, a s , .... a n ) significa 
que el numero a os igual al máximo eutre los uúmoros a t . < 4 , . . a n . 
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sucesión {fl n } son iguales a cero, el cociente 
tido. 



no tiene sen- 


Teorema 3.5. Si todos los elementos de una sucesión infinitesimal 
{a„} son iguales a un mismo número c, entonces c = 0. 

DEMOSTRACION. Supongamos que c =^= 0. Hagamos e=| c |/2, 
e >• 0. Partiendo de un número N, correspondiente a ese e, se cumple 
la desigualdad 1 ci n | <f. Ya que a„ = c, e = 1 c \ 12, la última 
desigualdad puede escribirse del modo siguiente: | c | < | c |/ 2 , 
de donde í < 1/2. Dicha contradicción muestra que la suposición 
c 0 no puede tener sentido. Resulta c — 0. El teorema queda 
demostrado. 

Para concluir hagamos la proposición que establece la relación 
entre sucesiones infinitas e infinitesimales. 


Teorema 3.6. Si {x„} es sucesión infinita, entonces, partiendo- 
de un numero n, está definida la sucesión que es infinite¬ 

simal. SI todos los elementos de una sucesión infinitesimal {a„} 
no son iguales a cero, entonces la sucesión es infinita. 

DEMOSTRACION. Notemos, en primer lugar, que la sucesión infi¬ 
nita tiene solamente Un número finito de elementos iguales a cero. En 
realidad, de la definición do la sucesión infinita se desprende que 
para un número positivo dado A se puede indicar un número N* 
partiendo del cual se cumple la desigualdad | x„ | > A. Esto signi¬ 
fica que para n > N m todos los elementos x„ no son iguales a cero 

y por oso la sucesión j-j-} tiene sentido si sus elementos se consi¬ 
deran partiendo del número A'*. Ahora demostremos que 

es sucesión infinitesimal. Sea c cualquier número positivo. Para el 
número 1/e se puede indicar un número N > A'* tal que para n ^ N, 
los elementos x„ de la sucesión {x„} satisfacen la desigualdad 
| x„ | > 1/e. Por eso a partir de! número indicado A', se cumplirá 
la desigualdad I — I < e. De este modo, queda demostrado que la 

sucesión j—} es infinitesimal. La segunda parte del teorema se 
demuestra análogamente. 


§ 2. Sucesiones convergentes y sus propiedades 
fundamentales 

1. Concepto de sucesión convergente. 

Definición. Una sucesión {x„ ) se denomina convergente si existe 
un número a tal que la sucesión {x„ — a} es infinitesimal. Además , 
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el número a se denomina límite de ¡a sucesión (x n } *). 

Eviontemente, la definición de la sucesión convergente puede 
formularse también del modo siguiente. 

Una sucesión (x„} se denomina convergente si existe un número a 
tal que para cualquier número positivo e se puede indicar un número 
¿V**) tal que, siendo N, todos los elementos x n de esta sucesión sa¬ 
tisfacen la desigualdad 

I - « I < e. (3.4) 

Además, el número a se llama límite de la sucesión {x „}. 

Si la sucesión (x„} converge y el número a es su límite, entonces 
se denota simbólicamente asi ***): 

lira x n ~ a o bien x n -»• a cuando n -*■ co. 

n—oo 

Observación, t. La desigualdad (3.4) es equivalente a las desigual¬ 
dades — e < x„ — a < -í-e o bien a — e< x< a -f e. Las últi¬ 
mas desigualdades significan que el elemento x„ se encuentra en el 
e-entorno del número a (recordemos que se llama e-entornodel nú¬ 
mero a el intervalo (a — e, a 4- e)). Por eso la definición de la suce¬ 
sión convergente puede enunciarse también del modo siguiente*. 

Una sucesión {x„) se denomina convergente si existe un número a 
tal que en cualquier e-entorno del número a se encuentran todos los ele¬ 
mentos de la sucesión (x„). partiendo de un número ****). 

La definición do la sucesión convergente comprueba que la dife¬ 
rencia r„ — a = «„ es sucesión infinitesimal. Por consiguiente, 
todo elemento x„ de una sucesión convergente cuyo límite es el nú¬ 
mero a puede representarse en la forma 

x„ = a + a„, (3.5) 

donde a„ es elemento de una sucesión infinitesimal. 

Observación. 2 . Al examinar la definición del límite de una suce¬ 
sión es evidente que el número finito de elementos no influye en la 
convergencia de esta sucesión ni en el valor de su limite. 

*) En correspondencia con esta definición, toda sucesión infinitesimal es 
convergente y tione como su límite el número cero. 

•*) Puesto que N depende do «, a veces se escribe N = N (e). 

*••) Notemos que las sucesiones infinitas se denominan a voces sucesiones 
convergentes hacia el infinito. Por oso, si la sucesión fin) os infinita, se escribe 
simbólicamente así: 

lim x n = oo. 

n—oa 

Si los elementos de la sucesión infinita tienen, partiendo de un número, un signo 
determinado, se dice que la sucesión f x ) converge hacia el infinito de signo 
determinado. Esto se escribe simbólicamente del modo siguiente: 

lím x„ = -f- oo, lim x„ = — oo. 

n-* oo n-oo 

*••*) Que depende, por supuesto, de e. 
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Consideremos ejemplos de sucesiones convergentes. 

1) La sucesión converge; el límite de esta sucesión es 

igual a la unidad. En efecto, yaque —^—1=-^-entonces 

«t» n-j-i 

para demostrar es suficiente cerciorarse de que la sucesión 
es infinitesimal. Si n^N, entonces | — — 
y, por eso, según ol número dado e> 0 , es suficiente escoger el 
número N partiendo de la condición<e o bien JV>i. —i. 
Por ejemplo, se puede poner 

[>-!] + < 

1 si e> 1 . 

2) Demostremos quo la sucesión x, = 0,3; x t = 0,33; ...; x„ = 
= 0,333 ... 3 ; . . . converge y su límite es el número 1/3. Como el 

n veces 

número 1/3 es representable por la fracción decimal infinita 0,333 ... 
se desprenden de la regla de comparación de los números reales (véase 
el p. 3 del § 1 en el cap. 2) las desigualdades *) 

°'33 - 3 <-f<0 : 33 J _^3 +-^. 

» vece» n voces 
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Valiéndose de estas desigualdades obtenemos que |x„— 

Ti)""' ( * ue s ' eiu l° n~^N, — ^ íflÑ - ' cn (° nces ' a l escoger 
por cualquier e>0 el número N, partiendo de la condición 
obtenemos |z n —|-|<e para n>/V. 

La posibilidad de escoger el número N que satisface la condición 
I 9 I N <. e para cualquier | q | < 1 fue comprobada en el ejemplo 
1 del p. 3 del § 1. 

1. Propiedades fundamentales de las sucesiones convergentes. 

Teorema 3.7. La sucesión convergente tiene un solo límite. 

demostración. Sean a y b limites de una sucesión convergente 
)z„}. Entonces, empleando la representación especial (3.5) para los 
elementos x n de la sucesión convergente {x n }, obtenemos 2 r . — n + 
+ «m x n — ó -f- p n , donde a, y p „ son elementos de las sucesiones 
infinitesimales (a.) y {p n }. 


) Véase también las desigualdades (2.5) del p. 4 del § 1 en el cap. 2. 
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Sustrayendo las relaciones escritas hallemos a, —p „ — b — a. 
Va que todos los elementos de la sucesión infinitesimal [a„ —p „ }• 
tienen un mismo valor constante b — a, entonces según el teorema 
3.5, b — a = 0, es decir, b = a. El teorema queda demostrado. 

Teorema 3.S. La sucesión convergente está acotada. 

demostración. Sean {x n } sucesión convergente y a. su limite. Em¬ 
pleando la fórmula (3.5), tenemos 

x n = a + a„ 

donde a„ es elemento de una sucesión infinitesimal. Ya que la suce¬ 
sión infinitesimal {a„} está acotada (véase el tporema 3.3) existe un 
número A tal que para lodos los números n es válida la desigualdad 
| cc„ ¡ ^ A. Por eso, | x„ | a \ + A para todos los números «, 
lo que significa el caráctor acotado de la sucesión {*„}. El teorema 
queda demostrado. 

observación. Una sucesión acotada puede no ser convergente. Por 
ejemplo, la sucesión 1, —i, 1, —1.está acotada, pero no es con¬ 

vergente. En efecto, si esta sucesión convergiera a un número a, 
entonces cada una de las sucesiones {x n , —a} y {x„+i — a) sería 
infinitesimal. Pero entonces, en virtud del teorema 3.2, la sucesión 
¡(x„ — o) — (x n+1 — a)) = (x„ — *„+,} sería infinitesimal, lo 
que es imposible, puesto que | x„ — x„+, \ — 2 para cualquier nú¬ 
mero n. 

Demostremos los siguientes teoremas fundamentales- 

Teorema 3.9. La suma de sucesiones convergentes |r„¡ c {y n ¡ 
es sucesión convergente cuyo limite es igual a la suma de los límites de 
las sucesiones (r„) e |y„}. 

demostración. Sean a y b limites de las sucesiones (x n ) e [i /„}, 
respectivamente. Entonces. 

x„ = o + a„, y n = h + p„. 

donde a n y p„ son sucesiones infinitesimales. Por consiguiente, 

(*» + y n ) — (a + ó) = a„ + p„. 

De este modo, la sucesión {(x„ 4- y„) — (a -(- 6)) es infinitesi¬ 
mal y, por eso, la sucesión {x„ + y„ } converge y tiene el número 
a + 6 por su límite. 

Teorema 3.10. La diferencia de sucesiones convergentes (z„ ¡ e 
(i /„ { es sucesión convergente cuyo límite es igual a la diferencia de los 
límites de las sucesiones {x„} e {y n ). 

La demostración de este teorema os análoga a la del teorema 3.9. 

Teorema 3.11. El producto de sucesiones convergentes {x„ } e [t/ n ¡ 
es sucesión convergente cuyo límite es igual al producto de los límites de 
las sucesiones (x n ¡ e (y „). 

demostración. Si a y ó son los limites de las sucesiones {x„} e 
(y n respectivamente, entonces x„ = a -f a„, y* = 6 -(- p „ y 
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Xn-y <i = a-b 4- a-p„ 4- b-a„ 4- a n -P n . Por consiguiente, 

* n -¡/n = a b = a -p„ + 6-o„ + a„-p„. 

En virtud del teorema 3.4, su corolario y el teorema 3.1, la suce¬ 
sión {a-P„ + b-a n -f- a„-p„} es infinitesimal, es decir, la sucesión 
{*n'Vn — a-b) es también infinitesimal, por eso la sucesión {x„ x 
X y n ) converge y tiene el número a-b por su límite. 

Para demostrar el teorema correspondiente para el cociente de dos 
sucesiones necesitamos el lema siguiente. 

Lema 1. Si una sucesión [y „} converge y tiene límite b diferente de 
cero, cotonees, partiendo de cierto número, es definida la sucesión 

| que es acotada. 

demostración. Sea e = | 6 | 12, Como 6^0, se tiene e > 0. 
Sea N el número correspondiente a este e, partiendo del cual se cum¬ 
ple la desigualdad | y n — 6 | < e o bien I y„ — í> | < | 6 | 12. 
De esta desigualdad se desprende que para Ñ se cumple la desi¬ 
gualdad *) | y„ I > | b I /2. Por eso, cuando nj* N tenemos —I < 

2 \ Un] 

< yj-¡. Por consiguiente, partiendo de este número N, podemos con¬ 
siderar la sucesión |-LJque es acotada. El lema 1 queda domostrado. 

Teorema 3.12. El cociente de dos sucesiones convergentes fx„ j e 
(y n ) sucesión convergente cuyo límite es igual al cociente de los lí¬ 
mites de las sucesiones jx„ } e {y„}, si se observa la condición de que el 
límite {y n } es diferente de cero. 

demostración. Del lema demostrado 1 se desprende que partien¬ 
do de cierto- número N, los elementos de la sucesión { y n ) son 

diferentes de cero y la sucesión es acolada. Partiendo de 

este número, consideremos la sucesión {-íüj. Sean a y ó los 

limites de las sucesiones (r„} e <y„). Demostremos que la sucesión 

t) 68 infinitesimal. En efecto, como z„ = a + <x n , y„ = 6-j- 

4-p„, se tiene 

_£n_a x„-b — y„-a i / a „ > 

Un b - Un'b ~ un V" b P ")■ 

Ya que la sucesión e s acotada y la sucesión |a„p„j 


*) En realidad, ya que 6 = (6 — y*) + y n y | 6 — Vn | < ! 
M> I < I b - y„ | + | Un I < '-jí + I ynl . 


i, entoncas 
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es infinitesimal, entonces la sucesión (a„- 2 _p n )Js=|^ — 

-es infinitesimal. El teorema queda demostrado. 


3. Paso al límite en las desigualdades. Acabamos de demostrar 
que las operaciones aritméticas sobre las sucesiones convergentes lle¬ 
van a las mismas operaciones aritméticas sobre sus límites. En este 
punto mostremos que, pasando al limite, las desigualdades válidas 
para los elementos de sucesiones convergentes se convierten en las de¬ 
sigualdades correspondientes para los límites de estas sucesiones. 

Teorema 3.13. Si, partiendo de cierto número, los elementos de una 
sucesión convergente (x„ } satisfacen la desigualdad x„ > b (x„ < b), 
entonces el limite a de esta sucesión satisface también la desigualdad 
b (a ^ 6). 

demostuacjon Sea que, partiendo por lo menos de cierto número, 
todos los elementos x„ satisfacen la desigualdad x„ > b. Es necesario 
demostrar la desigualdad a ^ b. Supongamos que a b. Ya que 
a es el límite de la sucesión {x„}. para el positivo e — b — «se 
puede indicar un número N tal que para n'S> N so cumple la desigual¬ 
dad | x„ — a | < 6 — a. Esta desigualdad es equivalente a dos de¬ 
sigualdades siguientes: — (b — a) <x„ — o < b — a. Emplean¬ 
do la parte derecha de estas desigualdades obtenemos x„ < b que 
contradice la condición del teorema. El caso dei„<4 so considera 
análogamente. El teorema queda demostrado. 

Observación. Los elementos de la sucesión convergente {x„} pue¬ 
den verificar la desigualdad estricta x¡ > b, pero al mismo tiempo, 
el límite a puede ser igual a 6 . Por ejemplo, si x n = 1/n, entonces 
x n > 0 , pero lím x n = 0 . 




Corolario 1. Sí. partiendo de cierto número, los elementos x„ e 
y n de sucesiones convergentes (i„} e {¡/„} satisfacen la desigualdad x„ ^ 
Sj y n , entonces sus límites verifican la misma desigualdad: 


lím x„<lím y n . 

n—oo n—oo 


En efecto, los elementos de la sucesión (y„ — x n ) son no nega¬ 
tivos y, por eso, es no negativo su límite lím (y„ — x n ) = 

Jl-oo 

= lím y„ — lim x n . De aquí se deduce que 

n-oo n— oa 

lím x„<lím y a . 

n—oo n—x 

Corolario 2. Si todos los elementos de una sucesión convergente 
{x n j se encuentran en el segmento («, ó), entonces el límite de esta su¬ 
cesión se halla también en este segmento. 

En efecto, como x„ < b, se tiene asg; b. 
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El siguiente teorema desempeña importante papel para varias 
aplicaciones. 

Teorema 3.14. Sean [x„ } y {z„ } sucesiones convergentes que tiene 
el límite común a. Sea, además, que, partiendo de cierto número los 
elementos de una sucesión (y n } satisfacen las desigualdades x„ ^ y n 

z„- Entonces, ia sucesión {</„ } converge y tiene el limite a. 

demostración. Basta demostrar que la sucesión {y„ — a) es 
infinitesimal. Mediante N* denotemos el número, partiendo del 
cual se cumplen las desigualdades que so plantean en la condición 
del teorema. Entonces, partiendo de este mismo número, se cumplirán 
también las desigualdades x n — a^¡ y„ — a<iz„ — a. De aquí se 
desprende que para A* los elementos de la sucesión (y n — «} 
satisfacen la desigualdad 

\y n — a|<«náx{|x„ — «I. |*„ — a|). 

Ya que lím z„ = a y lím z„ = a, entonces para cualquier 

n-*<«© n — oo 

e > 0 se puede indicar números jV, y tales que siendo JV¡, 
| x n — a | < e y, siendo /V 2 , | z„ — a | < e. Sea N => 

= máx (N*, N„ ./V,}. Partiendo de este número, tiene lugar la desigual¬ 
dad I y n — a | < e. Así pues, la sucesión { y„ — a) es infinitesimal. 
El teorema queda demostrado. 

§ 3. Sucesiones monótonas 

1. Definición de las sucesiones monótonas. 

Definición. Una sucesión {x„} se denomina no decreciente (no cre¬ 
ciente) si todo término de esta sucesión, partiendo del segundo, no es me¬ 
nor (mayor) que el anterior, es decir, para lodos los números n es válida 
la desigualdad 

•r„sí*n+i 

Las sucesiones no decrecientes y no crecientes se agrupan en la clase 
de sucesiones monótonas. Si lodos los números n de los elementos de la 
sucesión monótona {z„¡ satisfacen la desigualdad x„ <x„+, (x„ >• 
>x n+1 ), entonces la sucesión {x„} se denomina creciente (decre¬ 
ciente). Las sucesiones crecientes y decrecientes se denominan también 
estrictamente monótonas. 

Las sucesiones monótonas están acotadas superior o inferiormen- 
te, a saber: las sucesiones no crecientes están limitadas superiormente , 
y las no decrecientes, interiormente por sus primeros elementos. Por 
eso, una sucesión no creciente será acotada por ambos lados si está 
limitada interiormente y la no decreciente será acotada por ambos 
lados si está limitada superiormente. 

Consideremos ejemplos de sucesiones monótonas. 

1. La sucesión 1, 1,1/2, 1/2. i'n. Un , ... es no creciente. Está 
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acotada superiormente por su primer elemento igual a la unidad e in- 
feriormente, por el número cero. 

2. La sucesión 1, 1,2, 2, .... n, n, ... es no decreciente. Está acotada 
inferiormente por su primer elemento igual a la unidad y no está aco¬ 
tada superiormente. 

3. La sucesión 1/2, 2/3, 3/4, . . . nl(n + 1), ... es creciente. Está 
acotada por los dos lados, inferiormente por su primer elemento 1/2 
y superiormente por la unidad. 

2. Criterio de convergencia de la sucesión monótona. Vamos 
a demostrar el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 3.15. Si una sucesión no decreciente (no creciente) {x„} 
está acotada superiormente (inferiormente) ella converge. 

De acuerdo con el punto anterior, la sucesión {x„}, que satisface 
la condición del teorema 3.15, está acotada. Por eso el teorema 3.15 
puede enunciarse brevemente del modo siguiente: st la sucesión monó¬ 
tona {x„ } está acotada por ambos lados, ella converge. 

demostración. Ya que la sucesión (x„} está acotada, el conjunto 
de sus elementos tiene colas exactas superior x e inferior x (véase el 
teorema 2.1). Demostremos que si {x„} es sucesión no decreciente su 
límite será dicha cota superior exacta x; si (x„ } es sucesión no cre¬ 
ciente, su límite será mencionada cota inferior exacta x. Nos limite¬ 
mos al caso de la sucesión no decreciente, puosto que para la suce¬ 
sión no creciente los razonamientos son análogos. 

Ya que x es cota superior exacta del conjunto de los elementos de 
la sucesión {x„ }, para cualquier e > 0 se puede indicar un elemento 
x N tal que x N > x — ey x*^ x (todo elemento x„ no es mayor que 
la cota superior exacta x, x„ $ x). Poniendo en correspondencia dichas 
desigualdades, obtenemos las desigualdades O^x — x„ <C 
< e. Ya que {x n } es sucesión no decreciente, para N son válidas 
las desigualdades x ^ x„ ^ x. De aquí se_desprende que, para 

N , se cumplen las desigualdades 0^ x — x„^ x — x N . Ante¬ 
riormente hemos notado que x — x N < e y por eso, para n^> N 
son válidas las desigualdades O^x — x„ <e, de las cuales se des¬ 
prende la desigualdad | x„ — x | < e. De este modo, queda estable¬ 
cido que x es el limite de la sucesión {x„}. El teorema queda demos¬ 
trado. 

observación i. La acotación de una sucesión monótona es la condi¬ 
ción necesaria y suficiente de su convergencia. 

En efecto, si una sucesión monótona está acotada, en virtud del 
teorema 3.15 ella converge; si la sucesión monótona converge, en¬ 
tonces, conforme al teorema 3.8, ella está acotada. 

Observación 2. Una sucesión convergente puede no ser monótona. 
Por ejemplo, la sucesión {x„} converge y tiene el cero por su limite 
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si x„ — ( — 1 ) n /n. Ya que los signos de los elementos de esta suce¬ 
sión so alternan, ella no es monótona. 

Observación 3. Si la sucesión {x n } es no decreciente y acotada y 
x es su límite, entonces para todos los números n es válida la desi¬ 
gualdad x„ ^ x. Los elementos de la sucesión acotada no creciente 
(x n }, que converge hacia x, satisfacen la desigualdad xs¡. x„. La 
validez de esta afirmación fue establecida al demostrar el teorema 
3.15. 

Corolario del teorema 3.15. Sea dado un sistema infinito de seg¬ 
mentos [a,, 6,1, [a», 6,1, [a 3 , 6,1.Ia„, 6„|, .... en el cual cada 

segmento posterior se contiene en el anterior *) u sea que la diferencia 
b n — a„ (se denominará longitud del segmento Ia„, 6„1) tiende a cero 
cuando n —► oo (el sistema de segmentos que posee estas propiedades se 
denominará comprimible). Entonces, un punto c que pertenece a todos 
los segmentos de este sistema existe, y además es único. 

demostración. Ante todo, notemos que el punto c que pertenece 
a todos los segmentos es único. En efecto si existiera otro punto 
d perteneciente a todos los segmentos, entonces todo el segmento •*) 
le, di pertenecería a todos los segmentos la„, 6„1. Pero entonces, 
para cualquier número n, se cumplirían las desigualdades ó„ — 
— a n > d — c > 0, lo que es imposible, puesto que 6„ — a n 0 
cuando n -*• oo. Ahora demostremos que existe el punto c pertene¬ 
ciente a todos los segmentos la„, 6„1. Ya que el sistema de los seg¬ 
mentos es comprimible, la sucesión de los extremos izquierdos (a„), 
es no decreciente, y la sucesión de los extremos derechos (6„), no 
creciente. Puesto que las dos sucesiones están acotadas (todos los 
elementos de las sucesiones (a„ } y (6„ } se encuentran en el segmento 
la,, 6,1), las dos convergen, según el teorema 3.15. La diferencia 
6 n — a„ es infinitesimal lo que demuestra que dichas sucesiones 
tienen límite común. Lo denotemos por c. De la observación 3 se de¬ 
duce que, para cualquier número n, son válidas las desigualdades 
a n ^ 6„, o sea, el puntoc pertenece a todos lossegmentos la„, 6„J. 

3. Algunos ejemplos de sucesiones monótonas convergentes. Con¬ 
sideremos ejemplos de sucesiones cuyos limites se hallarán empleando 
el teorema 3.15 sobre el límite de una sucesión monótona. Además, 
en este punto vamos a familiarizarnos coK el procedimiento general 
para hallar límites de sucesiones dadas por fórmulas recurrentes ***). 

ejemplo i. Consideremos la sucesión {x n } cuyo elemento x„ 
es igual a __ 

x n = ]/" a + V a+y' a+ ... + V~a, a> 0. 

*) Esto significa que a„_,< o„< b„ < 

**) Para precisión, tomamos d>c. 

***) La fórmula recurrente (del vocablo latino recurrens) es fórmula que per¬ 
mite expresar el (n -+- l)-ésimo elemento de uoa sucesión por medio do los valoros 
de sus n primeros elementos. 


5-S07 
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Esta misma sucesión puede representarse, naturalmente, por la si¬ 
guiente fórmula recurrente: 

x n = V a+ 

Para argumentar la existencia del límite do la sucesión {x„ }, demos¬ 
tremos que esta sucesión es creciente y acotada. Lo primero se averi¬ 
gua inmediatamente. Demostremos que la sucesión { x „} está acota¬ 
da superiormente por un número A, que es ol máximo entre los dos 
números a y 2. Si a, lo que se requiere queda demostrado. Si 
x n > a, entonces, sustituyendo, en el miembro derecho de la desi¬ 
gualdad x* = a -i- a + x„. el número a por el número ma¬ 

yor x n obtenemos xj, < 2x„, de donde x n <2. Hemos demostrado 
que la sucesión {x„ } está acotada superiormente. Conforme al teore¬ 
ma 3.15, tiene límite. Lo denotemos por medio de c. Es evidente que 
c > 0. De la fórmula recurrente tenemos la relación 

*» = a + x «-t 


que significa que las sucesiones {xj,} y {a-|-x n _,} son idénticas. 
Por eso sus limites son iguales. Ya que la primera de estas sucesio¬ 
nes tiene el límite c* y la segunda, a + c, entonces c a = a •+- c. Sien¬ 
do c > 0, bailamos que c = . 

ejemplo 2. Ahora consideremos la sucesión (i„) empleando la 
cual suelen calcular la raíz cuadrada del número positivo a en los 
ordenadores modernos de acción rápida. Esta sucesión se determina 
por la siguiente fórmula recurrente: 

*n + .=4- (ín+ 7 ^) . » = 1. 2, ... 


donde como x¡ so puede tomar cualquier número positivo. 

Demostremos que esta sucesión converge y tiene el número V a 
por su limite. Ante todo, demostremos la existencia del límite de la 
sucesión {x„}. Para hacerlo basta argumentar que la sucesión {x„} 
está acotada Inferiormente y, partiendo del segundo número, es no cre¬ 
ciente. En primer lugar, demostremos que la sucesión (x„ } está aco¬ 
tada inferiormente. Por condición, x, > 0. Pero si n = 1 entonces 
de la fórmula recurrente se desprende que x 2 > 0; de aquí y do la 
misma fórmula se deduce para n = 2 que x s > 0. Prosiguiendo estos 
razonamientos podremos demostrar que todos los x n > 0. 


Ahora demostremos que, para 2 todos los x„ satisfacen la 
desigualdad x n ~^\fa. Escribiendo la fórmula recurrente en la 

V° I *n 

2 \ Vi 


forma x. 


) , empleemos la desigualdad 
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evidente 2 * ••) > que es válida para cualquier í >0 (toma¬ 
mos < = Obtenemos que x„*,^V^<j, para todo »>1, es 

decir, x n ^Va, partiendo del número n= 2 . 

En fin, demostremos que la sucesión {x„} no crece si n^l. 

De la fórmula recurrcnto obtenemos z "’ 1 = -g- (1 + -jr) y de aquí, 

teniendo en cuenta que x„~^Va, hallamos o bien x„> 

>x „ +1 (para n>2). Ya que para n>2 la sucesión {x„} es. no 
creciente e inferiormente acotada por el número V'a, olla tiene 
limite no inferior a ]/a (véase el teorema 3.13). Denotando este 
límite por c y tomando en consideración que límx B+1 = c y 

n— oo 

lím (x„ +-^-)} = - 3 “( f + 7 ') ’ °l )tcnenlc>s c = "g" ( c "^v) 

Por consiguiente, c*=Ya. 

observación i. En los ojemplos considerados hemos empleado el 
siguiente procedimiento que se usa frecuentemente para buscar el lí¬ 
mite de una sucesión. Primeramente argumentamos la existencia del 
limite y después hallamos su valor numérico, partiendo de la ecua¬ 
ción que se obtiene de la fórmula recurrente al sustituir en ella 
x„ y x n+1 por el valor buscado c del límite de la sucesión {x„}. 

oBSERVAcaoN 2 . Las fórmulas recurrentes se usan con frecuencia en 
la matemática moderna, puesto que su aplicación lleva a la repeti¬ 
ción de operaciones de un mismo tipo que es muy cómodo para reali¬ 
zar cálculos en ordenadores de acción rápida. 

Como ya nos hemos convencido, la fórmula recurrente considerada 
determina el algoritmo para calcular V a (hemos demostrado que 
lím x„ = V a). 

En el Complemento 2 del presente capítulo se examina la veloci¬ 
dad de convergencia de la sucesión {x„) hacia Ya. Demostramos 
que, para cualquier a > 1 , al elegir la primera aproximación x, 
de un modo determinado, la cuarta aproximación X, ya nos da el nú¬ 
mero V a con el error que no supera a ÍO -10 . 


•) Para demostrar esta desigualdad beata observar que, para t > O, 
es equivalente a la desigualdad I a —21 -f 1 ^ 0 . 

••) Esta igualdad se dosprende de la fórmula recurrente 
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ejemplo 3 Demostremos que la sucesión ¡c n j, en la cual 

*"►» 

Cn ~ (n+DI • 

tiene, para cualquier x fijado, el límite igual a cero. Ya que 
para un n suficientemente grande la fracción < 1 , entonces, 

partiendo de un número jV, tenemos |c B+( |<|c n | puesto que 

1 n+l1 n! ' n+ 1 l C »l' n + 1 ‘ 

Por consiguiente, partiendo del número N, la sucesión { | c„ | } 
será monótonamente decreciente o interiormente acotada (por ejem¬ 
plo, por el cero). Según el teorema 3.15. la sucesión { | c„ | ) con¬ 
verge. Sea c límite de esta sucesión. De la relación |c n+l | = 

“ I c n I • n ^j se deduce que c = 0, puesto que el límite de la su¬ 
cesión { | c n+ , | } es igual a c y el límite de la sucesión / *fí, ) os 
. , k »tW 

igual a cero. 

4, El número e. Vamos a aplicar el teorema 3.15 sobre la existen¬ 
cia del límite de una sucesión monótona para demostrar la existen¬ 
cia del límite de la sucesión {z„) cuyo elemento z„ se determina por 
la fórmula 

( 1+_ r)"- 

Demostremos que esta sucesión crece y está acotada superiormente. 
Empleando la fórmula del binomio de Newton hallamos 

, 1 . .».<»-«> ' , *> (n — t) (a — 2 ) 1 , 

*" ,+ " „ + 21 7T+ 3¡- 

i n(n—l)(n — 2 ) ... [n — (n —1)| 1 


Vamos a representar esta expresión en la forma siguiente: 

Xn ^2 + ±( i -±)+±.( l -±)( l -±) + ... 

•• +^( 1 “t) (3.6) 

Escribimos z n+l del modo completamente análogo: 

* n+1 = 2 + 4-(l—¿r) + 4-(l-TTr) + 

■ • • + ( n +1)l ( 1 — TTt) ( ,- T+t) • • 
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Comparando directamente nos cercioramos *) de que 

< * B +i. 

o sea, la sucesión (x„ } es creciente. 

Para demostrar la acotación superior de esta sucesión observemos 
que en la relación (3.6) toda expresión entre paréntesis es inferior a 
la unidad. 

Tomando en consideración que < — k _ t , cuando 2, obte¬ 

nemos 

x n <2+-i--f-|r-l-... + 2 n-i =3— 2 „_ r <3. 

Así pues, la sucesión {x„ } crece y está acotada superiormente. Según 
el teorema 3.15, la sucesión {x„ } tiene límite que se denomina número 
e. Por consiguiente, según la definición, 

«=lím( 1 +-L)\ 

ouSEnvACaoN. Ulteriormente daremos a conocer que el número e 
desempeña un papel importante en las matemáticas. En el presente 
punto damos solamente la definición del número e sin explicar el 
procedimiento para calcularlo con cualquier grado de exactitud. Lo 
haremos en los pp. 1 y 2 del § 16 en el cap. 8. 

Aqui solamente notemos que en virtud de que x„ < 3 y de (3.6) 
se deduce directamente que 2 <x„, el número e está comprendido 
entre los límites 

2<c<3 (3.7) 

(conforme al corolario 2 del teorema 3.13). 

§ 4. Algunas propiedades de sucesiones arbitrarias 
y conjuntos numéricos 

1. Subsucesiones numéricas. Sea x t , x a , . . .. x„, . . . una suce¬ 
sión numérica. Consideremos una sucesión arbitraria de números po¬ 
sitivos enteros k,, k 2 , . . k n , .... . Seleccionemos de la sucesión 
{x„l los elementos de los números k„ y coloqué- 

moslos en el orden igual al de k n : 

*h, x„„ . . ., x* n , • • • 

•) Porque (l-< (1 — ) , para cualquier 0< k<n y, además, 

x nt i contiene un térmÍDO positivo más que r„. 
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La sucesión obtenida se denominará subsucesión de la sucesión )i„}. 
En particular, la propia sucesión (x„} puede considerarse como sub¬ 
sucesión (en este caso k n = n). Mencionemos la siguiente propiedad 
de subsucesiones de una sucesión convergente: si la sucesión ¡x n ) 
converge y tiene el número a por su límite, entonces tocia subsucesión de esta 
sucesión también converge y tiene el número a por su límite. En efecto, 
ya que {z„ ') es sucesión convergente y o, su limite, entonces, para cual¬ 
quier e > 0 so puede indicar un número N tal que, para n~^ N, 
se cumple | x„ — a | < e. Sea una subsucesión de la sucesión 

¡x„}. Ya que k N ~^N, entonces, partiendo do un número k N los 
elementos de la subsucesión {x* n } satisfacen la desigualdad | x kn — 
— a | < e. Por eso la subsucesión {x» n } converge y tiene el número 
a por su límite. Es también válida la afirmación inversa: si todas las 
subsucesiones de una sucesión dada (x„ } convergen, entonces los limi¬ 
tes de ¡odas estas subsucesiones son iguales a un mismo rutinero a; en 
particular, la sucesión {x„ } converge también hacia este número. En 
realidad, ya que la sucesión (i„ ¡ es también subsucesión, entonces ella 
converge y tiene por limite el número a. Pero, entonces cualquier 
otra subsucesión también converge y tiene el mismo limite a. 

Las subsucesiones de sucesiones infinitas poseen la propiedad aná¬ 
loga, a saber, toda subsucesión de una sucesión infinita es también infi¬ 
nita. La demostración de esta afirmación es análoga a la de la afir¬ 
mación referente a la subsucesión do sucesiones convergentes. 

observación De toda sucesión convergente se puede extraer una 
subsucesión convergente monótona. En efecto, si ¡x n } es sucesión 
convergente y o es su limite, entonces tiene lugar al menos uno de 
los tres casos siguientes: 1) existe un número infinito de elementos de 
la sucesión iguales a a; 2) en cualquier e-entorno del punto a hay un 
número infinito de elementos que satisfacen la desigualdad x„ < 
< a; 3) en cualquier e-entorno del punto a existe un número infinito 
de elementos que satisfacen la desigualdad r„ > a *). En el primer 
caso, la subsucesión monótona convergente es la subsucesión de ele¬ 
mentos iguales a a. El segundo y tercer casos se examinan de manera 
igual, por eso nos limitamos a considerar ol segundo caso, cuando en 
cualquier e-entorno del punto a existen muchos elementos x„ que 
satisfacen la desigualdad x„ <C a. En otras palabras, consideremos el 
caso cuando todo intervalo (a — e, a) comprende un número infinito 
de elementos de la sucesión. Sea x kl uno de estos elementos, x h , •< a. 
Del conjunto infinito de los elementos de la sucesión {x n j situados 
en el intervalo (*»,, a) seleccionemos algún elemento x k , cuyo nú¬ 
mero & 2 es mayor que el de k¡. Después, del conjunto infinito de los 
elementos de la sucesión {x„} situados en el intervalo (x*,, a) seiec- 

•) Si ninguno de estos casos tuviera lugar, entonces en cierto e-entorno del 
punto a existiría solamente un número finito de elementos de la sucesión, es 
decir, el punto a no sería límite de la sucesión. 
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cionemos un elemento x kí para el cual k 3 > Ar 2 . Siguiendo ¡limitada¬ 
mente este proceso, obtendremos una subsucesión monótonamente 
creciente {x ftn } de la sucesión {x„} que, en virtud de la propiedad de 
subsucesiones de una sucesión convergente mencionada en este pun¬ 
to, converge hacia a. 

Notemos que de toda sucesión infinita se puede extraer una subsu¬ 
cesión infinita monótona. 

2. Puntos límite de una sucesión. 

Definición 1. Un punto x de la recta infinita se denomina punto 
límite de una sucesión (x„} si en cualquier e-entorno de este punto 
existe un numero infinito de elementos de la sucesión {x„}. 

Es válido el lema siguiente. 

Lema 2. Si x es punto limite de la sucesión [x„ }, entonces de esta 
sucesión se puede extraer una subsucesión (x k } que converge hacia el nú¬ 
mero x. 

demostración Sea x punto limite de la sucesión {x„}. Conside¬ 
remos el sistema de e-entornos del punto x, para los cuales e os sucesi¬ 
vamente igual a 1, 1/2, 1/3. Un, ... En el primero de estos entor¬ 

nos seleccionemos un elemento x kt do la sucesión ¡i„ }, y en el se¬ 
gundo, un elemento x k , tal que k t > k v En el tercero vamos a esco¬ 
ger un elemento x kl tal que k 3 > k t . Este proceso puede continuarse 
ilimitadamente, puesto que on todo e-entorno del punto x existe 
un número infinito de elementos de la sucesión {x„ }. Como resulta¬ 
do, obtenemos la subsucesión x k¡ . x kt , . . x k , . . . do la sucesión 

{x„}, que converge hacia x, puesto que | x k — x | < — . El lema 
queda demostrado. 

Observación. Es también válida la afirmación inversa: si do la su¬ 
cesión {x„) se puede extraer una subsucesión convergente al número 
x, entonces el número x es punto límite de la sucesión {í„ }. En efec¬ 
to, en todo e-entorno del punto x existe un número infinito do ele¬ 
mentos de la subsucesión extraída y. por lo tanto, de la propia suce¬ 
sión {x„}. 

De este modo, se puede dar otra definición del punto límite de una 
sucesión equivalente a la definición 1. 

Definición 2. El punto x se denomina punto límite de la sucesión 
(x n } si de esta sucesión se puede extraer una subsucesión convergente ha¬ 
cia x. 

Notemos la siguiente afirmación. 

1jema 3. Toda sucesión convergente tiene un solo punto límite que 
coincide con el límite de esta sucesión. 

demostración. En primer lugar, notemos que el límite a de la su¬ 
cesión convergente {x„ } os punto límite de esta sucesión, puesto que 
todo e-entorno del punto a comprende todos los elementos de la su¬ 
cesión, partiendo de cierto número vamos a convencernos do que la 
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sucesión convergente no tiene otros puntos límite. En efecto, sea b 
punto límite de la sucesión convergente. En virtud del loma 2, de 
{x„} se puede extraer una subsucesión {x k } que converge hacia b 
pero cualquier subsucesión de la sucesión convergente tiene el límite 
a (véase el p. 1 do este párrafo) y, por eso, b = a. 

Aduzcamos el ejemplo do una sucesión que tiene dos puntos lími¬ 
te. Demostremos que la sucesión 

i, 2, -f, 2, -f. 2.-i-, 2, ... 

tiene sólo dos puntos límite 0 y 2. Es obvio que estos puntos son pun¬ 
tos límite de la sucesión considerada, puesto que la subsucesión 1, 
1/2, 1/3, . . 1/n, . . . de esta sucesión tiene por limite el cero y la 
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subsucesión 2, 2, . . ., 2. . . . tiene por limite 2 *). Esta sucesión no 
tiene otros puntos limite. En efecto, sea x cualquier punto del eje 
numérico, diferente do 0 y 2. Consideremos e-entornos de los puntos 
0, 2 y x que no se cruzan (fig. 3.1). Los e-entornos de los punto 0 y 
2 comprenden, partiendo de cierto número, todos los elementos do la 
sucesión y. por eso, dicho e-entorno del punto x comprende sólo un 
número finito de sus elementos, o sea, x no es punto limite. 

3. Existencia del punto límite de una sucesión acotada. Es válida 
la siguiente afirmación notable. 

Teorema 3.16. Toda sucesión acotada tiene por lo menos un punto 
limite. 

demostración. Ya que la sucesión {x„} está acotada, entonces exis¬ 
ten números reales m y M tales que todos los elementos x„ de la su¬ 
cesión x{„ ¡ satisfacen las desigualdades M. Consideremos 

un conjunto {x} de números reales x tales que a la derecha •*)de cada uno 
de estos números ora no hay ningún elemento de la sucesión {x„ } ora 
se tiene solo un número finito de estos elementos. El conjunto (x) tiene 
al menos un elemento (por ejemplo, el número Al) y está acotado in- 
feriormente (por cualquier número menor que m). En virtud del teo¬ 
rema 2.1, el conjunto {x} tiene la cota inferior exacta que se denotará 
por x ***). 

*) Véase la definición 2 del punto límitc- 

*•) Decimos que el número a está a la derecha del número ó si a > 0 
(véase el § 2 del cap. 2). 

En adelante vamos a aclarar por qué denotamos esta cota inferior 
por el símbolo | c |. 
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Demostremos que este número x es punto iímite de la sucesión 
{x„}. Sea e cualquier número positivo. Sabemos de antemano que el 
número x — e no pertenece al conjunto {x}, por eso a la derecha del 
número x — e se encuentra un número injinito de elementos de la suce¬ 
sión {x n }. Por la definición de la cota inferior exacta, en el conjunto 
{x} existe un número x' que satisface las desigualdades x$C x' < x ■+■ 



Fig. 3.2 


-(- e (fig. 3.2). Por la definición del conjunto {x}, a la derecha de 
x' se encuentra no más de un número finito de elementos de la sucesión 
(x„). Por tanto, on el semisegmento (x — e, x'l, y, más que éso, en 
el e-entorno del punto x está comprendido un número infinito de ele¬ 
mentos de la sucesión, o sea, x es punto límite de la sucesión (x„ }. 
El teorema queda demostrado. 

onsDRVACJON t Volvamos a examinar el conjunto {x} introducido 
al demostrar el teorema 3.16. Hemos demostrado que la cota infe¬ 
rior exacta x de este conjunto es punto límite de la sucesión {x n } 
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Demostremos que ningún número x superior a x es punto límite de la 
sucesión {x„}, o sea, x es el máximo punto limito de esta sucesión. 
Sea x cualquier número superior a x. Seleccionemos e > 0 tan pe¬ 
queño que el número x — e también supere al número x (fig. 3.3). Por 
la definición de la cota inferior exacta existe un número x' del con¬ 
junto {x}, que se encueutra a la izquierda do x — e. Por la definición 
del conjunto (x}, a la derecha de x' y, por tanto, en el e-entorno del 
punto x se encuentra no más de un número finito de elementos de la 
sucesión {x„}. Esto demuestra que x no es punto límite. 

Definición. El máximo punto límite x de la sucesión jx„) se de¬ 
nomina límite superior de esta sucesión y se denota por el símbolo 
x = lím x„. 

71 — 00 

La observación 1 permite afirmar que toda sucesión acotada tiene 
límite superior. De manera completamente análoga se introduce el 
concepto del límite inferior x de la sucesión {x„ } que se define como 
el mínimo punto límite de esta sucesión. Para el límite inferior se 
usa la denotación x = lím x„. 

«—» 
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La existencia del limite inferior de cualquier sucesión acotada ji„¡ 
se demuestra análogamente a los razonamientos del teorema 3.16 
y la observación 1 de este teorema. Pero esta vez se debe considerar 
el conjunto { x) de números reales x tales que a la izquierda de cada 
uno do estos números yace no más de un número finito de elementos de 
esta sucesión. 

Así pues, llegamos a la siguiente afirmación. 

Toda sucesión acotada tiene límite superior e inferior. 

Demostremos otra serie de corolarios del teorema 3.1C y la obser¬ 
vación 1. 

Corolario 1 . SI (a, b) es interoalo fuera del cual se encuentra sólo 
un número finito de elementos de la sucesión acotada {x„), y x y x son 
límites inferior y superior de esta sucesión, entonces el intervalo (x, x) 
está comprendido en el intervalo (n, b) y por eso x — x^b _ a. 

demostración. Ya que a la derecha del punto b se encuentra no 
más de un número finito do elementos de la sucesión, b pertenece al 
conjunto^ {x}, mencionado en la demostración del teorema 3.1(5 y, 
por eso x^ li. Haciendo razonamientos análogos, nos cercioramos de 
que asgx, lo que significa que el intervalo (a, b) comprende ol in¬ 
tervalo (x, x). 

Corolario Z. Para cualquier número positivo e el intervalo (x — 
— 6, x + e) comprende todos los elementos de la sucesión {x„}. par¬ 
tiendo de cierto número (que depende , sin duda, de e). 

demostración. Ya quo x es cota inferior exacta del conjunto 
{x} mencionado en la demostración del teorema 3.16, entonces para 
cualquier e > 0 existe un número x' menor dez + e y perteneciente 
a {x}. Esto significa que a la derecha de x'y, por tanto, a la derecha 
del intervalo (x — e, x + e) puede estar sólo un número finito de ele¬ 
mentos de la sucesión {x n }._Se demuestra análogamente que a la izquier¬ 
da del intervalo (x — e, x + e) puede estar sólo un número finito de 
elemontos de la sucesión {x„}. 

onsERVACWN 2 Vamos a aclarar cuántos puntos límite puode te¬ 
ner una sucesión acolada {x n }. 

Denotemos mediante x y x los límites inferior y superior, respec¬ 
tivamente, de esta sucesión. Es obvio que todos los puntos límite 
do la sucesión {x„}, tantos como sean, están situados en el segmento 
lx, x]. 

Si x = x •), la sucesión tiene un solo punto límite. Si x < x, la 
sucesión tiene al menos dos puntos limite x y x. Notemos que la su- 


*) A continuación demostraremos que la igualdad x = zy la condición 
de acotación son condiciones necesarias y suficientes de convergencia de la 
sucesión. 
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cesión puede tener un número cualquiera e incluso infinito de puntos 
límite. La sucesión 1, 2. 1/2, 2, .... 1/n, 2, .... considerada en el 
punto anterior, tiene sólo dos puntos límite: el límite inferior x = 0 
y el superior x = 2. Aduzcamos el ejemplo de una sucesión que tie¬ 
ne número infinito de puntos límite. Por ejemplo, consideremos la 
sucesión cuyos elementos recorren, sin repetirse, todos los números 
racionales del segmento (0, 11 * **) ). Es obvio que todo punto de este 
segmento será punto límite de dicha sucesión. 

4. Extracción de una subsucesión convergente. Los resultados 
del punto anterior llevan al siguiente teorema fundamental. 

Teorema 3.17. (teorema de Bolzano—Weierstrass •*). De toda 
sucesión acotada se puede extraer una subsucesión convergente. 

demostración. Ya que la sucesión está acotada, tiene al menos un 
punto límite x. En este caso, de esta sucesión se puede extraer una 
subsucesión convergente al punto x (véase la definición 2 del punto 
limito). 

observación i. De cualquier sucesión acotada se puede extraer una 
subsucesión monótona. Efectivamente, en virtud del teorema de 
Bolzano—Weierstrass, de cualquier sucesión acotada se puede extraer 
una subsucesión convergente, de la cual, conforme a la observa¬ 
ción del punto 1 del presento párrafo, se puede extraer una subsuce- 
sióu monótona. 

observación 2 Sea (z„) sucesión acotada cuyos elementos se en¬ 
cuentran en el segmento la, 61. Entonces, el límite c de toda subsucesión 
convergente {x„ n )está situado también en el segmento la, 61. En efecto, 
como a^x^^ó, en virtud del corolario 2 del teorema 3.13 so 
cumplen las desigualdades a^ b lo que significa que c so encuen¬ 
tra en el segmento [a, 61. 

Notemos que en algunos casos se puede extraer también una sub¬ 
sucesión convergente de la sucesión no acotada. Asi, la sucesión 1, 
1/2, 2. 1/3, . . ., n, l/(n +1), ... es no acotada, pero la subsucesión 
1/2, 1/3, . . ., 1/n, . . . desús elementos de números pares converge. 
Sin embargo, no de toda sucesión no acotada puede extraerse una sub¬ 
sucesión convergente. Por ejemplo, cualquier subsucesión de la su- 

•) Por ejemplo, los oúmoros racionales del segmento [0, 1( puoden dis¬ 
ponerse on una sucesión sin repeticiones del modo siguiente. Consideremos 
grupos de números racionales do este segmento, poniendo los números 0 y 1 en el 

E rimer grupo, el número 1/2. en el segundo, todos los números no simplifíca¬ 
les plq con el denominador 3, on el tercero, y, en genoral. todas las fracciones 
racionales no simplificables con el denominador n, del segmento |0, 1) en el 
n-ésimo grupo. Es evidente que todo número racional estará en cierto grupo 
y todo grupo tendrá sólo un número finito do números racionales. Escribamos 
ahora los elementos del primer grupo uno tras otro, luego los elomontos del 
segundo grupo, después los dol tercero, etc. Como resultado obtenemos la sucesión 
necesaria. 

**) Bernhard Bolzano, filósofo y matemático choco (1781—1848), Karl 
Weierstrass, matemático alemán (1815—1897). 
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cesión no acotada 1, 2, .... n. ... diverge. Por eso. hablando en ge¬ 
neral. no se puede transferir el teorema de Bolzano—Weierstrass pa¬ 
ra sucesiones no acotadas. 

El teorema análogo para sucesiones no acotadas es la siguiente 
afirmación. 

Lema 4. De toda sucesión no acotado se puede extraer una subsucesión infinita. 

demostración. g C a (x„) sucesión no acotada. Entonces existe, un elemento 
s/i de esta sucesión que satisface la condición ! x t¡ | > 1, un elemento x ft 
de la misma que satisface las condiciones | ^ I >• 2. fc, > k, .un ele¬ 

mento de la misma que satisface las condiciones | x klí | > n, k„ > 
etc. Obviamente, la subsucesión **,■**,-.., x* n , ... es infinita. 

Del lema 4 y del teoroma de Bolzano—Weierstrass se desprendo la siguiente 
afirmación. 

Lema S. De una sucesión completamente arbitrarla se puede extraer una sub¬ 
sucesión ora convergente ora ín/tnlta. 

OBSERVACIÓN 3. Los resultados del presente punto permiten ampliar de 
algún modo el concepto de punto limito y limites suportar c inferior de la suce¬ 
sión. 

Diremos que +<» (—oo) es punto límite de la sucesión {x„} si do esta suce¬ 
sión so puedo extraer una subsucesión infinita compuesta do elementos positivos 
(negativos). 

Si ol concento do punto limite está ampliado de esta manera, entonces, 
la sucesión puede toner, excepto puntos límite finitos, otros dos puntos limite 
+ w y —oo. En esto caso, ol lema 5 permite afirmar que una sucesión completa¬ 
mente arbitrarla tiene al menos un punto límite •). 

Teniendo en cuenta lógicamente que +oo y —oo están ligados con cual¬ 
quier número real finito x por la relación —oo < x < +oo, vamos a conven¬ 
cernos de que una sucesión completamente arbitraria tiene limites superior e Inferior 
(es docir, puntos límite máximo y mínimo). 

Para quo sea más preciso, fundamentamos la existencia del limite superior. 

En virtud de la observación 1 para el teorema 3.1IÍ, baste considerar sola¬ 
mente el caso cuando la sucosión (x„l no es acotada. Si, además, (x-l no os aco¬ 
tada superiormente, de ella se puedo extraur una subsucesión infinita cuyos 
elementos son todos positivos y, por eso, +oo es punto límite y, por tanto, 
limite superior de jx„}. 

Consideremos el caso cuando la sucesión no acotada |x„) os superiormente 
acotada, o sea, existe un número real M tal quo todos los elementos (x n ¡ satis¬ 
facen la condición x„ ^ M. Puesto que la sucesión (x } no es acotada inferior- 
mente, de ella so puede extraer una subsucesión infinita cuyos elomentos son 
todos negativos lo que significa que —oo es punto limito de la sucesión con¬ 
siderada. 

Si, al mismo tiempo, la sucesión no tiene ningún punto límite finito, enton¬ 
ces —oo es el único punto límite y, por oso, es el limite superior de la sucesión 
considerada. Demostremos que si, la sucesión tiene, excepto —oo, al menos 
un punto límite finito x», en este caso tiene límite superior. Ya que todos los 
elementos x n satisfacen la condición x„ < Af, en virtud del teorema 3.13 x 0 
satisface también la condición x„ < M. Fijemos arbitrariamente un e > 0. 
Ya que en ol e-eutorno de x 0 so encuentra un número infinito de elementos de la 
sucesión {x„}, entonces en el segmento [x 0 — e, Mí también se encontrará un 
número infinito de estos elementos. 

Vamos a extraer do la sucesión (x n ) una subsucesión de sus elementos quo 
se encuentran en el segmento [x, — e, Mí. La subsucesión extraída es acotada. 


) Ora finito ora mfinito. 
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Por eso, ea virtud de la observación i para el teorema 3.16, tiene límite supe¬ 
rior, es decir, el máximo punto límite x. Es obvio que x > x u es también 
punto límite de toda la sucesión {*„}. Es evidente también que la^ sucesión 
{*„} no tiene puntos limite superiores a x. puesto que, si un número x superior 
a x fuera punto limito de la sucesión (r„), entonces, debido a quo todos los 
elementos de la sucesión {r„} mayores que el número x 0 — e son también ele¬ 
mentos de la subsucesión extraida, el número x sería punto limite de la subsu¬ 
cesión extraida, mientras esta subsucesión no tiene puntos limite superiores a x. 

Pues, el número x os el máximo punto limite de la sucesión considerada. 

La existencia del limite superior de una sucesión completamente arbitraria 
queda demostrada. 

De manera análoga se domucstra la existencia del limite inferior. 

5. Condición necesaria y suficiente de convergencia de lo sucesión. 
Cuando determinamos la convergencia de la sucesión {x„} empleando 
su definición, debemos estimar la diferencia entre elementos z„ 
de esta sucesión y su límite supuesto a. En otras palabras, debemos 
evaluar a qué equivale el límite a do esta sucesión. 

Es lógico proponer un critorio «interior» de convergencia de la 
sucesión que permite determinar su convergencia tomando en consi¬ 
deración sólo el valor de sus elementos. Para enunciar este criterio 
en el presente punto introducimos el concepto de sucesión fundamen¬ 
tal. 

Definición. La sucesión {x„J se denomina fundamental si para cual¬ 
quier e positivo existe un número Ai tal que para todos los números n 
que satisfacen la condición n'^ N y para todos los números naturales p 
(p =■■ 1,2, ...) es válida la desigualdad 

I *n + p - x„ | < e. 

En el presento punto vamos a demostrar el siguiente criterio de 
convergencia de la sucesión el llamado criterio de Cauchy *1 para 
que la sucesión sea convergente es necesario y suficiente que sea funda¬ 
mental. 

Aillos de pasar a la demostración del criterio de Cauchy, tenemos 
que demostrar algunas proposiciones auxiliares que nos interesan 
do por sí. 

Teorema 3.18. Para que ¡a sucesión {x„} sea convergente es necesa¬ 
rio y suficiente que sea acotada y que sus límites superior e inferior x y x 
coincidan. 

demostración 1) necesidad. Sea que la sucesión {x„} converge. 
Entonces, es acotada (conforme al teorema 3.8) y tiene un solo punto 
límite (en virtud del loma 3 del p. 2). De este modo, x = x. 

2) suficiencia. El corolario 2 del teorema 3.1G comprueba quo pa¬ 
ra cualquier e > 0 el intervalo (i — e, x e) comprende todos los 

*) Augusten Louis Cauchy. matemático francés (1789—1857). 
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elementos de la sucesión {i„} a partir de cierto número. Ya quo 
x = x = x, dicho intervalo coincide con el e-entorno del punto x, 
o sea, el punto x es límite do la sucesión (x„ J (véase la observación 1 
del p. 1 en el § 2). 

Vamos a argumentar ahora la propiedad importante de la suce¬ 
sión fundamental que se desprende directamente de su definición: 

Para cualquier número positivo e se puede indicar un elemento x N 
de la sucesión fundamental en cuyo e-entorno están todos los elementos de 
la sucesión a partir del número N. En otras palabras, fuera del interva¬ 
lo (x N — e, x N e) se encuentra no más de un número finito de ele¬ 
mentos de la sucesión *). 

En efecto, de la definición de la sucesión fundamental se deduce: 
para cualquier e > 0 se puede indicar un número N tal que para to¬ 
dos los p naturales (p = 1, 2, 3. . . .) so cumple la desigualdad 
| Xff+ p — x N | < e que significa que en el e-entorno del elemento 
x N so encuentran todos los elementos de la sucesión a partir del nú¬ 
mero N. 

La propiedad mencionada permite establecer el carácter acotado 
do la sucesión fundamental. En efecto, sea e un número positivo fi¬ 
jado y x N el elemento en cuyo e-entorno se encuentran todos los ele¬ 
mentos de la sucesión a partir del número N. Entonces, fuera de esto 
e-entorno pueden estar sólo los elementos x¡, x t , . . Ponga¬ 

mos 

A= máx{ |X||, |i,|.l* w -e|, + **'. 

Entonces, en el segmento [ — A, -Mi están los números x u x tt . . . 

. . ., Xit-tt x K — e, x K + e, y, por consiguiente, todos los puntos 
del e-entorno del elemento x ¡v- De aquí se desprende que todos los 
elementos de la sucesión fundamental están en el segmento I— A, 
+ /1) lo que significa su carácter acotado. 

Pasamos a demostrar la afirmación principal del presente punto. 

Teorema 3.19 (criterio de Cauchy de convergencia de la suce¬ 
sión). Para que la sucesión {z„} sea convergente es necesario y suficiente 
que sea fundamental. 

demostración. 1) NECESIDAD. Sea que la sucesión {i„} converge y 
x es su límite. Hay que demostrar que esta sucesión es fundamental. 
Tomemos cualquier número positivo e. Do la definición de la suce¬ 
sión convergente se desprende que para el número (e/2) > 0 existe 
un número N tal que para N se cumple la desigualdad | a:„ — 
— x | < e/2. 

Si p es cualquier número natural, entonces para nf£¡ JV se cumple 
también la desigualdad | j n+p — x | < e/2. 


*) Notemos que dicha propiedad es equivalente a la definición de la suce¬ 
sión fundamental. 

**) Esto significa geométricamente que A es igual a la máxima distancia 
del origen de referencia 0 a los puntos z lf . .. x v _¡, — e, z v ■+■ e. 
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Ya que el módulo de la suma de dos magnitudes no es mayor que 
la suma de sus módulos, empleando dos últimas desigualdades ob¬ 
tendremos que para n>= N y para todos los números naturales p 

l*n+p — *nl = !(2 n+ „ — *) + (*— *n)l<l* B .fp— X\ + |Z„ — X| < &. 

Por lo tanto, el carácter fundamental de la sucesión ¡r n } queda demos¬ 
trado. 

2) suficiencia. Sea {x„} la sucesión fundamental. Hay que demostrar 
que esta sucesión converge. Según el teorema 3.18, basta demostrar la 
acotación^ de la sucesión {x„) y la igualdad de sus límites superior e 
inferior x y x. La acotación de la sucesión fundamental fue estable¬ 
cida anteriormente. 

Para demostrar la igualdad de los límites superior e inferior x 
y x empleamos la propiedad de la sucesión fundamental demostrada 
anteriormente: para cualquier número positivo e se puede indicar 
un elemento x K tal que fuera del intervalo ( x N — e, x N -f- e) se 
encuentra no más de un número finito de elementos de la sucesión. 
Según el corolario 1 del tcorejna 3.18, el intervalo (x K — e, x„ + b) 
comprende el intervalo ( x , x) y, por eso, x — x< 2e de donde, en 
virtud de la arbitrariedad de e, x = x. Por lo tnnto, la convergencia 
es argumentada y el teorema queda demostrado. 

ejemplo. Apliquemos el criterio de Cauchy para establecer la 
convergencia de la siguiente sucesión {x„}: 

x n = <»i + o, + . . . + a„ 

donde a h (k = 1, 2,3, . . .) son números reales arbitrarios que satis¬ 
facen la condición | a h siendo q un número del intervalo 

0 < q < 1. 

Sean n cualquier número y p, cualquier número natural. Entonces, 
es obvio que 

l z n+P *n| = l«*+l +<*b+*+ • • • + On*p 1^21 <* 7141 ! + 

+1«»+.| + • • • + l<* n+ pl + 9"*+ . . . + $“+«’ = 

í+p ^n* i 

= ~q < T=T- 
Tomando en consideración que la sucesión { q n } es infinitesimal (véa¬ 
se el ejemplo 1 del p. 3 en el § 1), podemos afirmar que para cualquier 
e > 0 existe un número .V tal que 

9 n * 1 <* (1 — q) (para »>Af). 

Por lo tanto, para nj» A' y cualquier p natural 

I x n+p x n I ^ ’C E, 

o sea, la sucesión { x„} es fundamental y converge, conforme al teore¬ 
ma 3.19. 
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6. Algunas propiedades de conjuntos numéricos arbitrarlos. En este punto 
consideremos algunas propiedades de conjuntos numéricos arbitrarios. Una porto 
de estas propiedades os análoga a las propiedades de sucesiones numéricas. 

En oí p. 5 del § 1 del cap. 2 hemos introducido el concepto de conjunto 
superiormente (interiormente) acotado. Vamos a llamar acolado por ambos lados 
o simplemente acotado el conjunto (x) si éste es acotado tanto superior como 
iníeriormentc, o sea, existen dos números reales m y M tales quo todo elemento * *•) 
del conjunto {z} satisfaco las desigualdades m sg x < M. El conjunto {J-> 
se denominará finito o infinito en dependencia do si es finito o infinito el numoro 
de los elementos que integran este conjunto. 

Un punió x de la recta infinita se denominará punto limite del conjunto ¡x} 
sí en cualquier e-entorno del punto x se encuentra un número infinito de elementos 
de este confunto. 

El punto x (punto x) se donommará punto limite superior (inferior) del 
conjunto (x) si este punto es punto limite del conjunto |x) y ningún punto 
mayor do r (menor de x) será punto limito de este conjunto. 

Remitiendo literalmente la demostración del teorema 3.16 y sustituyendo 
el término «sucesión (x„)» por el «conjunto (x>». llegaremos a la siguiente afir¬ 
mación: todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto límite. 

Repitiendo literalmente los razonamientos de la observación 1 dol teo¬ 
rema 3.16, obtendremos que todo confunto infinito acolado tiene puntos límite 
superior e inferior. Do dichas afirmaciones se desprende el hecno siguiente: 
de ¡os elementos de todo conjunto Infinito acotado se puede extraer una sucesión 
convergente. 

A la par con el concoplo de conjunto so emplea frecuentemente el de sub- 
conjunto. El conjunto )x') so denomina subconjunto del confunto (x) si todos los 
olementos del conjunto (x') se contienen on el conjunto (x). Por ejemplo, el 
conjunto de lodos los números enteros pares es .subconjunto del conjunto de todos 
los números enteros. 

Dos conjuntos (x) e (y) se denominan equivalentes si entre los elementos de 
estos conjuntos se puede establecer la correspondencia biunivoca *). Notemos 
que dos conjuntos finitos son equivalentes si. y sólo si. el número do los ele¬ 
mentos de un conjunto es igual al número del otro. Aducimos un ejemplo do dos 
conjuntos infinitos equivalentes. Es fácil notar que el conjunto (xj cuyos elo- 

racntos son los números positivos pares 2, 4, 6. 2n, ... es equivalente 

al conjunto {¡/> cuyos elementos son los números naturales 1, 2, 3, . . .. n, . 


estos conjuntos poniendo en correspondencia al elemento 2 n del conjunto {x} 
el elemento n del conjunto (y). Notemos que el conjunto considerado (x) es 
subconjunto del conjunto (y). De osle modo, el conjunto infinito (y) resulta 
equivalente a su subconjunto (x) •*). 

Entro todos los conjuntos posibles escogemos dos tipos mas importantes: 
1°. Todo confunto equivalente al conjunto de todos los números naturales 

1, 2, 3. . ... se denominará numerable. De la definición del conjunto 

numerable se desprende que todos los elementos de este conjunto pueden enu¬ 
merarse. , , , . j , . . , 

2 o . Todo conjunto equivalente al conjunto de los números reales del intervalo 
(0, 1) se denominará confunto de potencia de continuo. 


*) So llama correspondencia biunivoca éntrelos elementos do dos conjuntos 
una correspondencia tal que a todo elemento dol primer conjunto le cor respondo 
sólo un elemento del segundo con la particularidad do que todo elemento del 
segundo conjunto corresponde sólo a un elemento del primero. 

*•) Es fácil demostrar que cualquier conjunto infinito es equivalente 
a cierto subconjunto suyo, no coincidente con todo el conjunto. Este hecho 
puede servir para definir el conjunto infinito. 
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Aducimos ejemplos de conjuntos numerables y de potencia de continuo. 
El conjunto considerado antoriormcnto de los números positivos pares 1, 4, 
0, . . ., 2n t . . . puede servir del primor ejemplo de conjunto numerable. Otro' 
ejemplo de conjunto numerable puede ser el conjunto de todos los números racio¬ 
nales del segmento [0, 1), puesto que, como es demostrado en la nota de la 
pag. 00, este conjunto puedo disponerse como una sucesión sin repeticiones, os 
decir, puedo ser enumerado. Un ejemplo de conjunto de potencia do continuo 

E uecle ser el conjunto de todos los númoros reales (la recta infinita). En efecto, 
función y =* ctg jix m ) establece la correspondencia biuuívoca entre los puntos 
del intervalo 0 < x < 1 y los puntos de la recta infinito. 

Para concluir, demostremos que el conjunto de potencia de continuo no 
es equivalente al confunto nutnerable. Es suficiente demostrar que el conjunto de 
toaos los números roalos del intervalo (0, 1) no puede ser enumerado. Admiti¬ 
mos lo contrario, os decir, supongamos que pueden ser onuraerados todos los 
números reales del intervalo (0, 1). Entonces, oscribiendo ostos números en 
forma de fracciones decimales infinitas, obtenemos la sucesión 

*i = 0, «„a lt . . ., 

x, = 0, a ai a„ . . . a tn 


*n — 0. o ni a n% . . . a nn . . . 


Ahora consideremos un número real x — 0, 6,6, . . . b n . , donde b. es 

cualquier cifra distinta de <i, It 0 y 9, b f , cualquier cifra distinta de a 3t . 0 y 9, 
y, en general, es cualquier cifra distinta de a n „. 0 y 9. 

Ya que el numero r no contiene coros y nueves a la dorecha do la coma, este 
numero no pertenece a la clase de números racionales que pueden representarse 
de dos maneras en forma de fracciones docimales infinitas ♦•). Pero on este caso, 
el numero x es, sin duda, diferente de iodos los números x,, x t , .... x n , . . 
ya que la coincidencia del número x con algún x n significaría la coinciuoucia 
de b n con a nn . 

Durante mucho tiempo los matemáticos trataban do resolver ol probloma 
de la existencia de un conjunto infinito (x) que no es equivalente al conjunto 
numerable ni al de potencia do continuo, poro es equivalente a una parto dol 
conjunto de potencia de continuo. En 1963, P. Cohén, matemático norteameri¬ 
cano, deniostró que la hipótesis de la existencia do este conjunto no dependo de 
otros axiomas de la teoría de conjuntos. Esto significo que se puede construir 
una tooría de conjuntos internamente consistente, quo postula tanto la existen¬ 
cia de este conjunto como su no existencia (véase el libro do P. J. Cohon. Set 
theory and the continuum hypothesis. Benjamín, New York, 1960). 


Complemento 1 
Teorema de Schtolz 

En muchos casos, para investigar la convergencia dol cociente | — J de 

sucesiones {x n } o [y n }. puede ser útil la siguionto proposición. 

Teorema de Schtolz. Sea {y n } sucesión infinita creciente y sea que la 

sucesión f ^converge y tiene el límite a. Entonces, ¡a sucesión / — \ 

_ {yn—yn-i) l y n J 

•) El lector tiene ciertos conocimientos sobre la función y *= ctg nx que 
se considera en las matemáticas elementales. La construcción estricta de funcio¬ 
nes trigonométricas so examina en el cap. 4. 

**) Véase el p. 3 del § 1 del cap. 2. 

C —007 
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converge y tiene el límite a. De este modo f 


l¡m — = lím . 

n—ao y a n-»oo Wa-X 


DEMOSTRACION. Puesto que la sucesión converge y tiene por 

límite el número o, la sucesión {o,), en lo que a„ — — a ea infini- 

_ _ y» — Pn-i 

tosimal. Sea N cualquier número fijado y n>jV. Empleando la expresión 
do a n consideremos la serie de igualdades: 

*Ñ+i“*Ñ=“ ("jv+1 -y*) + ' “ñ +1 (¡'Ñ+t - í'ñ) • 

, I ¡V+2~' t Ñ+l _ ° ( ! 'Ñ+2 — *'Ñ+i) + °Ñ+2 ( # Ñ+2 _ ‘'Ñ+l)’ 

x n-l — ¡hi-al+Oln-i (Un-l — Un-t), 

r n — *it-i ■=«(»« — Vn-i) + ». li/n — i>n-i 1- 
Sumando estas igualdades, hallemos 
* n -x__ fl y n - a y_ + a s+i (v _ +i _y_ ) + 

+ a Ñ+2 ( V Ñ+2~ V Ñ+l) + • •• + “»-« (Vn-J —#n-») + <*n (i/n~ Vn-i)- 

Ya que U/n ) es sucesión infinita crecienlo, entonces, partiento de cierto número, 
sus elementos son positivos. Si tomamos n > /V. y„ > 0 Entonces, de la última 
igualdad obtenemos 


——a — 




4- 


Un Un 

*Ñ4l( ! 'Ñ+l~ y Ñ) + a Ñ-t- 2( l< Ñ-e2~ 1, Ñ- t -l) + H'n-j'»-» ) 
iín 


+ ■ 


Ya que la sucosión tin 1 es creciento. las diferencias Uh+i ~ Uk- k =* Ñ, 
N + 1, .... n — I, son positivas. Por eso, do la última relación tenemos 

*17-“^ 


sl— < 

Un 


Un 


+ 


+ 


| tt Ñ4.|( i 'Ñ4.- y Ñ) + | a Ñ42|{»Ñ4 2 - i< Ñ4.)+- •+l«*nl<fa-y .> 


Un 


(3.8> 


Demostremos ahora que la sucesión < — 1 Converge y tiene el límite a. Es 

t Un * 

suficiente demostrar que para cualquier e positivo se puede indicar un número 


JV tal que para n > IV se cumpla la desigualdad ——a <e. Primero, 

_ I Un _l 

tomando e > 0 escogemos un número IV tal que para n > jV se cumpla la 
desigualdad I ct n I < e/2 (es posible hacerlo, puesto que Ja sucesión {a„¡ 
es infinitesimal). Luego, escogemos un número N > N de tal modo 
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que para n > N so cumpla la desigualdad ——-^ I Es 

I Un I 2 

posible escoger el número JV de esla manera puesto que el número _ _ ay 

N N 
í — ay— i 

está fijado, y la sucesión {y„) es infinita, por eso la sucesión { ——_— ? 

es infinitesimal. Sea ahora a > A'. De la desigualdad (3.8) obtenemos 


está fijado, y la sucesión (y n ) es infinita, por eso la sucesión 


I Un 
o bien 


. ^.e , e (*Ñ-m _ *ñ) + ( i 'ñ+2~ , 'ñ + i)+---+<í'"- 1 '"-i> 

u. --—--—--. 


Un < 2 + 2 y n 


Ya que paro n>A', Un — U^^Un * Un> 0, entonces 
para n>A' de la última desigualdad obtenemos 


Un~U v 


<1. Por eso, 


El teorema queda demostrado. 

OBSERVACION. SI {y„} es sucesión Infinita enciente y la sucesión ( Xn ~T — "-A 

l»n —y n -iJ 

es también infinita y lienife al Infinito de signa definido , entonces la sucesión 
es infinita. 

I Un I 

Eu efecto, sea 

* n— *n-l . 

Un Un -í 

La sucesión (/!„> es infinita. Tenemos, para it > jv. 

*Ñ+l~*Ñ =i4 Ñ+i ( v ñ+x~ i/ ñ)- 


x n *n-i — An ( l/n — 

Sumando estas igualdades, hallamos 

Xn — X-- /Uj :+ , (U 7¡+ l -U J ¡) + ...+A„(y n -y n . i ). 

De aquí, 

I I ^Ñ+l ( y Ñ + t~ y Ñ) + . X Ñ 

I I Vn y n 

De esta relación obtenemos 


Un I 


A Ñ+X ( y Ñ-M ~*Jl) + • • • +A » <»» | | 


Para mayor precisión consideremos que, para n> N, los elementos de las suce¬ 
siones {y„J y {A n j son positivos. Luego, según el A positivo dado escogemos un 
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número N de tal modo que para A’ se cumpla la desigualdad A > 4 A, des¬ 
pués un A' tal que para n > JV 


La posibilidad para escoger este -V se garantiza porque las sucesiones (A„) e 
!«„) son infinitas y, a partir de cierto número, sus términos son positivos. Es 
obvio que para n > N de la desigualdad (3.9) obtenemos 

| *„ U ..(*»♦!I *» I 


ü > 4/1 
Un I 


sión < — J es infinita. 

I iin i 
os ojemplos. 


De este modo, la sucesión < — } es infinita. 

Consideremos varios ojemplos. 

t°. Demostremos que si la sucesión (a n J converge y tieno el limite a» 

entonces la sucesión { a ‘ n »~^ T j do valores aritméticos medios de los 

elementos do la sucesión (o) converge a este mismo limite o*). En efecto, si 

ponemos «i+n,+...+«„=**„ e p„ = », entonces *" =■»,. Ya que 

l/n — lln-l 

lim lim a„ existe, entonces, según el teorema de Scbtolz, 

ti-.» Vn üti-i n—oc 

lim a »±f»± V± 2 " ,lim 

n—» n ft .» 

2 o . Consideremos ahora la sucesión (a n ), dundo 


y ft es un número positivo entero. 

Denotemos 1*4-2*+ . .. + <•* por x„ y n** 1 , por y„. Entonces, la sucesión 
{o„( toma la forma • Investiguemos la convergencia de la sucesión 

Tenemoa 

IPo —ftti-iJ 


Un — Un-t n**>_{n — lj**> (*-|-j)n* — 


n*->+... + ( —11**> 


Dividiendo ol numerador y el denominador de la última exprosión por n 
obtonemos 

Zn—*11-1 1 


«n—*n-l _ 
Pn — Pn-i 


*+i+-rI---l 


Esta proporción fue demostrada por Cauchy. 
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donde en el denominador entre corchetes está omitida la expresión cuyo límite 
es igual a £- (*-M) * J ^ para n->- oo. De la última fórmula hallamos 

Km f . " . T i— . 

Vn — Vn-i * + i 

Por consiguiente, según el teorema do Schtolz, tenemos 

+ + _ i 

„*♦! t+1 ' 


lím 

n—oo 


3 o . En fin, consideremos la sucesión Haciendo 

y y examinando la sucesión | Tn f hallamos 

vVn - 'Vn-\) 

lím Hm (a"-a"-')-lím o" (l- —) = + oo. 

n-*oo en vn-i n— oo n—oo ' a ' 

Por eso, en virtud de la observación del teorema de Schtolz, tenemos 


lím -- -f-c 

n-*oo n 


Complemento 2 

Ln velocidad de convergencia de la sucesión 

En el p. 3 dol § 3 hemos demostrado que el limite de la sucesión (x„) deter¬ 
minada por la fórmula recurrente 

( í " + -¿-) • "“1. 2, .... (3.10) 

os igual a 1/a donde a > O y x, es cualquier número positivo. Como valor apro¬ 
ximado de 1/a’ podemos tomar cualquier elemento x n+ , do la sucesión (3.10). 
Naturalmente, al mismo tiempo hay que aclarar cómo se elige el número n do 
las iteraciones •) que garantizan la aproximación de 1/~a con error dado. 

Examinemos la sucesión (x n J determinada por la fórmula recurrente (3.10). 
El elemento x„ de esta sucesión se denominaré n-ésima aproximación de número 
y = 1/a. La magnitud 

e„ = Í2^I (3.11) 

denominará error relativo de la sz-ésima aproximación. 

Es válida Ja siguiente* afirmación para estimar ol error relativo e n+l utili¬ 
zando el error relativo e, de la primera aproximación- 

Sea elegido de tal modo que | e t | < 1/2. Entonces, para cualquier n^ 1, 
tienen lugar las desigualdades 

_ o <*,.,<«?*. (3.12) 

*) La iteración (dol lat _ llera lio, repetición) es el resultado de aplicación 
reiterada de alguna operación matemática. En el caso considerado, una itera¬ 
ción es el calculo de x n ,¡ empleando z n y la fórmula recurrente (3.10). 
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DEMOSTRACION- De lo fórmula (3.11) tenemos 

*n = y (1 + e n ). (3.13) 

Empleando las fórmulas (3.10) y (3.13) y la igualdad (a/y) = y, obtenemos 

= * (*" + ^) =T [»<!+*•)+ 7TTTiT] = v [t + T(TW] • 


*» / 2 L'*' ’ ' y (H-e„) 

Puesto que x„. t => y (1 +e n .x), es obvio que 

I 


2(l + e„) 




(3.14) 


Por la condición, | s. | < 1/2. De aquí se desprenden las desigualdades 
,° < I TÍ-fe,) < 1 PDro entoncos , P“ ra '* = 1, de (3.14) se deduce la desigualdad 


Saí* 0. Luego, cmploando la relación (3.14) para n — 2. 3, . . nos cerciora¬ 
mos de que e„ +1 es no negativo para cualquier 1. 

Utilizando la igualdad (3.14), las relaciones 0 < y * — < 1 y la condi¬ 


ción de que e n es no negativo para cualquier n > 1, obtenemos la desigualdad 
8 n+i< P tíra todo n> 1. De aquí se deduce directamente la desigualdad dore 
cha de las (3.12). La afirmación queda demostrada 

Basándose eu las desigualdades (3.12), determinamos que después de n 
iteraciones, ol error relativo e n+l del cálculo de 1/a se estima empleando el orror 
relativo e, de la primera aproximación x, y el numero n de las iteraciones. Más 
adelante nos convenceremos do que, para a > 1 •), so puede escoger la primera 
aproximación x. de tal modo que ol valor absoluto de e, no supere 0.05. Es evi¬ 
dente que escogiendo do esta modo x, ol error relativo e, satisfará las condiciones 
do la afirmación demostrada. Está claro también quo do esto manera se resol¬ 
verá el problema de elegir ol numero nde itoraciones que garantice lo aproxima¬ 
ción a '/a con error relativo dado e: este número n puede hallarse de la fórmula ••) 

(0,05)»" < r. (3.15) 

As! pues, sea a > 1 Representemos el número a on forma siguiente: 

a = 2«**<«, (3,16) 

donde k es número no negativo entero, el número i es igual a cero o a la unidad, y 
ol numero M satisface las condiciones 


1 < Af < 2. (3.17) 

Notemos que la representación del número a en la forma (3.16) es la única. 
Escogemos z, de le manera siguiento: 


x 1 = 2»(^2<A/¡+il). (3.18) 

Vamos n convencemos de que para cualquier M quo satisface las condiciones 
(3.17), la primera aproximación x x calculada por la fórmula (3.18) la primera 
aproximación x, calculada por la fórmula (3.18) da el error relativo ei que no su¬ 
pera, en valor absoluto, el número 0,05 si se calcula y = ~/á. 


•) Si a d, entonces a— l/ó, donde ó > 1, y /a es igual a l/)/6. 

••) La validez do esto fórmula se desprende directamente de las rela¬ 
ciones (3.12). 
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Para demostrarlo vamos a utilizar la expresión exacta del error relativo 
■ ~ f| ^ ^ ■ Ya que, según (3.16). y — 2*1/2'3/. entonces de la expresión do 


(3.19) 


6, y la formula (3.18) obtenemos 

Bl —- . - - 

V 2*3/ 

Puesto que el número i es igual a cero o a la unidad, ylf> 1, tenemos 1/2*3? 5= 
> 1. Do aquí y de (3.19) se despronde 
la desigualdad 

|f, | + V"2¡M |. 

(3.20) 

Denotomos 1/2*3/mediante X. Ya que 
1 < M < 2 o I es igual a cero o a la 
unidad, entonces todos lo* valores 
admisibles de X están ciertamente en 
el segmento | 1 , 21 : 


1 * X < 2 


(3 21) 



(3.22) 


Empleando la d enotación introducida 
X para V 2 M/, escribimos la desigualdad (3.20) en la siguiente forma: 

i„,<l i- 

En virtud de (3.22), o! valor máximo do I e, | no supera el valor do | ix» — 

— ■* + £5 | para los valoreí dl ' X V® satisfacen las condiciones (3.21). Para 
aclarar al problema dejsste valor máximo examinomos la gráfica do la función 
/(X) - T x*- x + ¿'. Sabemos do las matemáticas olemeutalcs quo la gráfi¬ 
ca de esta función os parábola que tlono vórtice en el punto X = 3/2 (fig. 3.4) •). 
Como / (I) »» 112) = 1/24, y / (3/2) *= — 1/24, está claro quo para ios valores 
de X que satisfacen las condiciones (3 21), los valores de / (X) están contenidos 
ontre —1/24 y 1/24. En otras palabras. 

,' ( *,HtX*-x+-£|<-¿.. 

De la última desigualdad y de la (3.22) se desprende la desigualdad para e., 
que nos interosa 

l®i I ^ <0,05. 

Observación Notomosque si ol error relativo dado e es igual a 10- 10 . en¬ 
tonces para calcular con esta precisión la raíz cuadrada de cualquier número 
a> i, después de elegir x, por lo fórmula (3.18), se necesitan sólo tres iteraciones 
(n = 3), puesto que (0.05)* 3 < 10-»“. 

*) En la fig. 3.4. la escala del eje Oy es 20 veces mayor que la escala 
del eje Ox. H 





Capitulo 4 

CONCEPTO DE FUNCION. VALOR LIMITE 
DE LA FUNCIÓN. CONTINUIDAD 


Comencemos este capitulo precisando el concepto más importan¬ 
te del análisis matemático, concepto de función. Basándose en el 
concepto de límite do una sucesión numérica, introducimos una nueva 
forma de operación del paso al límite que se fundamenta en el con¬ 
cepto de valor límite (o limite) de la función. En el presente capítulo 
se introduce también otro concepto matemático importante de conti¬ 
nuidad de la función. 

En el capitulo so presta especial atención para aclarar las propie¬ 
dades de la continuidad y otras propiedades de las funciones elemen¬ 
tales más simples. 

El cálculo aproximado de los valores de funciones elementales so 
considera en el complemento del capítulo 8. 

$ 1. Concepto de [unción 

1. Magnitud variable y función. En el cap. 1 ya hemos notado 
que al menos dos magnitudes variables, cuya variación es mutua¬ 
mente condicionada, están vinculados con todo proceso físico real. 

Considerando magnitudes variables físicas reales llegamos a la 
conclusión de que estas magnitudes no siempre pueden tomar valores 
arbitrarios. Así. la temperatura de un cuerpo no puede ser menor que 
—273 °C, la velocidad de un punto material no puede ser mayor 
que 3-10 10 cm/s (es decir, que la velocidad de la luz en el vacío), el 
desplazamiento de un punto material que realiza oscilaciones armó¬ 
nicas según la ley y = A sen (<o t -i- Ó), puede variarse sólo entro los 
límites del segmento I —A, +A |. 

En las matemáticas se abstraen de las propiedades físicas con¬ 
cretas de magnitudes variables que se observan en la naturaleza y 
se consideran magnitudes variables abstractas *) que so caracteri¬ 
zan solamente por valores numéricos quo pueden lomar. 

El conjunto {x} de todos los valores que puede tomar la magnitud 
variable dada, se denomina campo de variación de esta magnitud va¬ 
riable. Una magnitud variable se considera dada si está prefijado el 
campo de su variación. Más adelante denotaremos magnitudes va¬ 
riables normalmente, con letras latinas minúsculas x, y, u, ■ . y 


•) Es conveniente notar quo el concepto de magnitud se refiere a los con¬ 
ceptos matemáticos iniciales (véase la nota en la pág. i 2). 
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los campos de variación de sus variables, con los símbolos {x}, {y}, 
{u}, . . . 

Sea dada la magnitud variable x cuyo campo de variación es un 
conjunto {x}. 

Si a todo valor de la variable x del conjunto {x} se le pone en corres¬ 
pondencia por una ley conocida, un número y, entonces, se dice que la 
función y = y (x) o y = / (x) está prefijada en el conjunto {x}. 

La variable x se denomina argumento y el conjunto {x}, campo 
de definición de la función y = / (x). 

El número y que corresponde al valor dado del argumento x se 
denomina valor particular de la función en el punto x. El conjunto de 




lodos los valores particulares de la función forma el conjunto bien 
determinado {y} llamado conjunto de todos los valores de la función. 

En la denotación y = f (x) la letra / se denomina característica 
de la función. Para denotar el argumento, la función y sus caracterís¬ 
ticas pueden emplearse diferentes letras. 

Vamos a ofrecer algunos ejemplos de funciones: 

1°. y = x*. Esta función está prefijada sobre la recta infinita 
— oo < x < + oo. El conjunto de todos los valores de esta fun¬ 
ción es la semirrecta 0 y < oo (fig- 4.1). 

2'. y — y 1 — x 4 . La función está prefijada sobre el segmento 
—1^ x^ 4" 1. El conjunto de todos los valores de la función es el 
segmento OíJ y O. 1 (fig. 4.2). 

3 o . y = n!. Esta función está prefijada sobre el conjunto de los 
números naturales re = 1.2, ... El conjunto de todos los valores de 
tipo re! (fig. 4.3). 

4 o . La función de Dirichlet *) 


( 0 , si x es un número irracional, 
l 1, si x es un número racional. 


Esta función está prefijada sobro la recta infinita — oo < x < 4- 
-I- oo y el conjunto de todos sus valores comprende dos puntos 

*) Peter Gustav Dirichlet, matemático alemán (1805—1859). 
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0 y 1. 

5 o - (■ +1, sí *>0, 

y — sgn x = < 0. si x — 0, 

l — 1. si x<0. 

(El término sgn proviene de la palabra latina stgnum, signo). Esta 
función está prefijada sobro toda la recta infinita — oo < x < H- 

-t- oo. y el conjunto de todos 
sus valores comprende tres pun¬ 
tos: — 1. 0 y +1 (fig. 4.4). 

6°. y = Ix), donde Ixl significa 
la parte entera del número real 
x, se Ice ‘y es igual a la parte 
entera de x". Esta función está 
prefijada para todos los valores 
reales do x, y el conjunto do 
lodos sus valores consta de nú¬ 
meros enteros (fig. 4.5). 

2. Métodos de representación 
de la función. En este punto 
examinemos algunos métodos 
para representar la función. 

Frecuentemente, la ley que 
establece la relación entre el 
argumento y la función, puede 
representarse por medio do fór¬ 
mulas. Este método de expresar 
las funciones se denomina analí¬ 
tico. Vale subrayar que la función 
puede definirse por varias fórmulas en diferentes segmentos de su 
campo de definición. 

Por ejomplo, la función 

_f senx, si xs^O, 
l x 2 , si x>0 

está representada por el método analítico sobre toda la recta infinita 
(fig. 4.6). 

Un método bastante difundido para representar la función es el 
de tabla que consiste en confeccionar la tabla de algunos valores del 
argumento y valores correspondientes de la función. En este caso se 
puede calcular aproxidámente los valores de la función. En este ca¬ 
so se puede calcular aproximadamente los valores de la función no 
comprendidos en la tabla y que corresponden a los valores inter¬ 
medios del argumento. Para hacerlo, se emplea el método de inter¬ 
polación que consiste en sustituir la función en los puntos que no 


3! 


- } 


.— 


0 | 1234 
Ftg. 4.3 





S 2. Concepto de valor limite 



Flg. 4.6 


* En la práctica para mediciones físicas se usa otro método, el 
gráfico, en el cual la correspondencia entre el argumento y la función 
se representa por medio de la gráfica (que aparece, por ejemplo, en 
el oscilógrafo). 


§ 2. Concepto de valor limite de una función 

1. Definición del valor límite de una función. Consideremos 
la función y = f (x) definida sobre un conjunto {x} y un punto a, 
que tal vez no pertenezca ai conjunto {x} y que posee la propiedad 
do tener, en cualquier e-entorno del punto a, puntos del conjunto 
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{x}, diferentes de a. Por ejemplo, el punto a puede ser punto de fron¬ 
tera del intervalo sobre el cual está definida la función. 

Definición 1. El número b se denomina valor límite de la función 
y = / (a 1 ) en el punto x — a (o bien límite de la función cuando x —* a) 
si para cualquier sucesión convergente a a x,. x¡.... x„.... de valores 
del argumento x. los elementos x n de la cual son diferentes de a *) 
(x„ a), la sucesión correspondiente f (x,), f (x 2 ) . . ., / (_r„), ... de 
valores de la función converge a b. 

Para denotar el valor límite de la función se emplean los símbolos 
siguientes: lím / (x) = b. 

x -*a 

Notemos que, en el punto a, la función y — ) (r) puede tener sólo 
un valor límite. Esto se desprende del hecho de que la sucesión 
{/ (^n) puede tener sólo un limite. 

Consideremos varios ejemplos. 

1°. La función / (x) = c tiene valor límite en lodo punto a de la 
recta infinita. En efecto, sí x,, x 2 . ■ . ., x„. ... es cualquier suce¬ 
sión convergente a a de valores del argumento entonces la sucesión 
correspondiente de valores de la función tiene la forma c, c. ... 
.... c, ... y. por eso, converge a c- De este modo, el valor limito 
de esta función es igual h c en todo punto x = a 

2 o - En cualquier punto a de la recta infinita el valor limite de la 
función f (x) = x es igual a a. En efecto, en este caso las sucesiones 
do valores del argumento y de la función son idénticos, y, por eso, 
si la sucesión {x„} converge a a, la sucesión {/ (x„) también conver¬ 
ge a a. 

3". Ln función de Dirichlet, cuyos valores son iguales a uno en 
los puntos racionales y a cero, en los irracionales, no tiene valor lí¬ 
mite en ningún punto a de la recta infinita. En efecto, para la suce¬ 
sión convergente a a de valores racionales del argumento, el límite 
de la sucesión correspondiente de valores de la función es igual a la 
unidad mientras que para la sucesión de valores irracionales del argu¬ 
mento, convergente a a. el limite de la sucesión correspondiente de 
valores de la función es igual a cero. 

A continuación vamos a emplear los conceptos de valores limite 
unilaterales de la función. 

Consideremos que para cualquier e > 0 el conjunto {x} sobre el 
cual está prefijada la función / (x) tiene, por lo menos, un elemento 
situado en el intervalo (a, o + e) (respectivamente, en el intervalo 
(a — e, a)). 

Definición 2. El número b se denomina valor límite derecho [iz¬ 
quierdo) de la función f ( x) en el punto x = a. si para cualquier sucesión 
x t , x., . . ., x n . ... de valores del argumento x, que converge a a y 


•) En particular, oste requerimiento puede explicarse por el hecho de que 
la función / (x) puede ser indefinida en el punto a. 
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tiene elementos x„ superiores (interiores) a a, la sucesión correspondiente 
í ( x i)< f ( x i), ■ ■ ■ I i x n). ■ • ■ de valores de la función converge a b. 

Para el valor limite derecho do la (unción so usa la denotación 

lím f (x) = b o bien / (a + 0) = b. 

x-a+ 0 

Para el valor limite izquierdo so usa la denotación 
lím / (x) = b o bien f (a — 0) = b. 

x—a -0 

Como ejemplo consideremos la función / (x) * sgn x*). En el cero 
esta función tiene valores límite derecho e izquierdo con tal que 
sgn (0 + 0) = 1 y sgn (0 — 0) = —1. En efecto, si {x„} es cualquier 
sucesión de valores del argumento de esta función y converge a cero, 
y los elementos x„ de esta sucesión son mayores de cero ( x n > 0), 
entonces sgn x n = 1 y por eso lím sgn x„ = 1. De este modo, la 

n-*<» 

validez do la igualdad sgn (0 + 0) = 1 queda demostrada. De mane¬ 
ra análoga se demuestra que sgn (0 — 0) = — 1. 

observación Sí en el punto a los valores límite derecho e izquierdo 
de la función f (x) son iguales, entonces en el punto a existe el valor 
limite de esta función igual a dichos valores unilaterales. Domoslromos 
este hecho evidente. 

Sea {x„} cualquier sucesión de valores del argumento de la fun¬ 
ción / (x) que converge a a y tiene elementos no iguales a a. Sea 
¡ una subsucesión do esta sucesión, compuesta do lodos los dó¬ 
menlos de la sucesión {x„} mayores de a, y sea {xj m } una subsuce. 
sión compuesta de lodos los elementos de la sucesión (x n ) menores 
de a **). Puesto que en virtud del p. 1 del § 4 del cap. 3, las subsu¬ 
cesiones {x* m } y {x lm } convergen hacia a. entonces de la existencias 
de los valores límite derecho e izquierdo de la función / (x) en el pun¬ 
to a se deduce que las sucesiones {/ (xj, m )} y {/ tienen limi¬ 

tes quo son iguales de acuerdo con la condición. Sea b el limite do es¬ 
tas sucesiones. Para cualquier e > 0 se puede indicar un número N, 
tal que todos los elementos de las sucesiones {/ (xi, nl )} y {] (*i m )} 
para los cuales k m ^¡ N y l m ~^ N, satisfacen las desigualdades 
I / ( x * m ) — b I < e y | f (x, m ) — b | < e. Por consiguiente, cuan¬ 
do N se cumple la desigualdad | / (x n ) — b \ < e, es decir, la 
sucesión {/ (x„)} converge hacia b. Por lo tanto, queda demostrado 
que el valor limite de la función / (x) en ol punto a existe y es igual 
a b. 

•) La definición de la función y — sgn x se da en el p. 1 del § 1. 

•*) Excluimos do la consideración ol caso cuando la sucesión jx„} tiene 
sólo un nlímero finito de elementos situados a la derecha (izquierda) del punto a. 
En este caso la convergencia de (/(*„)} es cvideDte. 
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Enunciemos las definiciones del valor limito de la función cuan¬ 
do el argumento x tiende al infinito y al infinito de signo definido. 

Consideremos que para cualquier A >■ 0 el conjunto {x} sobre el 
cual está prefijada la función f (x), tiene al menos un elemento situ¬ 
ado fuera del segmento [ — A, +A ]. 

Definición 3. El número b se denomina valor límite de la función 
f (x) cuando x -*• oo (o limite de la función cuando x oo) si, para 
cualquier sucesión infinita de valores del argumento, la sucesión corres¬ 
pondiente de valores de la función converge a b. 

Para donotar el valor límite de la función, cuando x—>- oo, se 
emplean los símbolos siguientes: 

lím / (x) = b. 

Por fin. consideremos que. para cualquier A > 0 el conjunto 
{x( sobre el cual está prefijada la función / (x) tiene al menos un ele¬ 
mento x que satisface la condición x > A (x < — A). 

Definición 4. El número b se denomina valor límite de la función 
I (x) cuando el argumento x tiende al infinito positivo (negativo) si 
para cualquier sucesión infinita de valores del argumento, cuyos elemen¬ 
tos son positivos (negativos) partiendo de un número, la sucesión corres¬ 
pondiente de valores de la función converge a b 

Las denotaciones simbólicas son: 

lím / (x) =i> ( lím /(x)=¿>). 

* — x— -« 

Como ejemplo consideremos la función / (x) = 1/x. Esta función tie¬ 
ne el valor limite igual a cero, cuando x -*■ oo. Efectivamente, si 

*i. .*». ... es sucesión infinita de valores del argumento, 

entonces la_sucesión l/x lt i/x.l/x„, ... es infinitesimal y por 

eso tiene límite igual a cero. 

2. Operaciones aritméticas sobre las funciones que tienen valor 
limíte. Vamos a convencernos de que las operaciones aritméticas 
sobre las funciones que tienen valor límite en el punto a llevan a las 
funciones que también tienen valor limite en este punto. Es válido 
el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 4.1. Sea que las funciones f (x) y g (x), prefijadas sobre 
un mismo conjunto, tienen los valores límite b y c en el punto a. Enton¬ 
ces las funciones f (x) + g (x), / (x) — g (x), / (x)-g (x) y—Alienen 
en el punto a los valores límite (para el cociente debe cumplirse la condi¬ 
ción c 0) iguales ab + c, b — c, b-c y , respectivamente. 

demostración. Sea X|, x s> . . ., x„, . . . (x„ a) sucesión arbi¬ 
traria, convergente a a. de valores del argumento de las funciones 
f ( x ) Y 8 ( x ) • Las sucesiones correspondientes / (x,), / (x¡), ... 

■ ■ ■< f (*n). • ■ • V g (*,), g (x,),. . g (x n ), ... de valores de estas 
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funciones tienen límites b y c. Pero entonces, conforme a los teoremas 
3.9—3.12, las sucesiones {/ (x„) + g (*„)}, (/ (x„) — g (*„)}, 

{/ M-g M) y { 7 ^} lienen límites ' 8 ua*es a 6 + c, b — e, 
b-c y—, respectivamente. En virtud de la arbitrariedad de la suce¬ 
sión fx„}, esto significa que lím [/ (x) -f g (a:)] = b + c, 

x—a 

lím [/ (x) - g (x)} = b - c, lím [/ (x)-g (x)] = b-c , lím <=~ ■ 

x—a x—a x—a 8 l*' 

El teorema queda demostrado. 

Apliquemos el teorema demostrado para hallar los valores límite 
de ios polinomios y las fracciones algebraicas irreducibles *). Tiene 
íugar la siguiente afirmación. 

En todo punto a de la recta infinita los valores límite de los polino¬ 
mios y las fracciones algebraicas irreducibles existen y son iguales a los 
valores particulares de estas ¡unciones en dicho punto (en caso de la frac¬ 
ción algebraica, a no debe ser la raíz del denominador). 
Efectivamente, en virtud dcJ teorema 4.1, 

límar 2 = lím x.x = lím x- lím x = a 1 . 

x—a x—a x-a x—a 

Análogamente, podemos convencernos de que 

lím x" =a". 

X-fl 

Por consiguiente, para el polinomio b a x n + b { x n ~ t + ... +ó n _,i + ó„ 
obtenemos (empleando el teorema 4.1 para el producto y la suma) 

lím (ó 0 x n + 6,*"- 1 +... + *„.,* + ó„) = 

= b 0 a n + ó,n n - 1 + ... -f b n .,a + b n . 

En caso de la fracción algebraica irreducible, si a no es raíz del 
denominador, obtenemos (aplicando el teorema 4.1 para el cociente) 

,, b a z n -j-b l x n - 1 -\- .. ftoO ll -t-5 l °'*- 1 -f ■■■+ ftn-i° + frn 

3. Comparación de funciones infinitesimales e infinitas. La fun¬ 
ción 1 / = / (x) se denomina infinitesimal en el punto x — a (cuando 
x a) si lím f (x) = 0. Por ejemplo, es fácil convencerse do que 

x—a 

la función / (x) = (x — a)” 1 ) es infinitesimal en el punto x = a. siendo 
m un número positivo entero. Efectivamente, en el punto anterior he¬ 
mos demostrado que, en cualquier punto de la recta infinita, el valor 


•) La fracción algebraica irreducible es el cociente de dos polinomios 
que 110 tiene factores comunes diferentes de la constante. 
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límite del polinomio / (x) = (x — a) m existe y es igual al valor par¬ 
ticular del polinomio on este punto. Por eso. lím (x — a) m = 0. 

Notemos que si la junción y = j (x) tiene el valor límite igual a b 
en el punto a, entonces la junción a (x) = / (x) — b es infinitesimal en- 
el punto a. En efecto, los valores límite de cada una de las funciones 
/ (x) y 6 son iguales a b en e! punto a, y, por eso, en virtud del teo¬ 
rema 4.1, 

lím a (x) = lím (/ (x) — 6) = lím / (x) — lím b = 0. 

x-a x—a x-a x— a 

Empleando el resultado obtenido, obtenemos una representación espe¬ 
cial de la función que tiene el valor límite igual a ó en el punto 
x — a: 

f(x) =¿> + a(x), donde líma(x) = 0. (4.1) 

X—a 

La representación (4.1) resulta ser muy cómoda para domostrar 
distintas proposiciones. A continuación vamos a emplearla muchas 
veces. 

A la par con el concepto de la función infinitesimal se usa fre¬ 
cuentemente el concepto de función, infinita por la derecha en el 
punto a o por la izquierda en el punto a. A saber, la junción j (x) se 
denomina injinita por la derecha (por la izquierda) en el punto a si 

para cualquier sucesión x,. x, .x„, . . . convergente a a de valores 

del argumento x, cuyos elementos x„ son superiores a a (inferiores a a), la 

sucesión correspondiente j (x,), j (x,)./ (x„) ... de valores de la 

Junción es sucesión infinita de signo definido. 

Para las funciones infinitas se usan las denotaciones siguientes: 

lím /(x) = -f oo o f(a + 0)= +oo, 
x-a+0 

lím /(x) = -j-oo o /(a —0)= -(-oo, 

x—a-O 

lím /(*)=— oo o /(«z-f-0) =—oo, 
x-o +0 

lím / (x) =—oo o / (a — 0) =—oo. 

x-a - 0 

Vamos a familiarizarnos con los métodos de comparar funciones 
infinitesimales y los términos usados. 

Sean a (x) y P (x) dos funciones prefijadas sobre un mismo conjun¬ 
to e infinitesimales en el punto x = a. 

1) La función a (x) se denomina infinitesimal de orden superior 
que p (x) (tiene orden superior de pequenez) si el valor límite do la 
función a (x)/p (x) es igual a cero en el punto a. 

2) Las funciones a (x) y p (x) se denominan infinitesimales de un 
mismo orden (tienen un mismo orden de pequeñez) si el valor límite 
de la función a (x)/p (x) en el punto a existe y es diferente de cero. 
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3) Las funciones a (x) y fi (x) se denominan infinitesimales equi¬ 
valentes si el valor limite de la función a (x)/p (x) en el punto a es 
igual a uno. 

Frecuentemente las funciones infinitesimales se comparan con al¬ 
gunas funciones infinitesimales estándar. Como la función de compa¬ 
ración se suele tomar la función (x — o) m donde m es número positivo 
entero. En este caso, se emplean los términos siguientes: la función 
a (x) infinitesimal en el punto a tiene orden de pequenez m si el valor 
limite de la función a (x)/(x — a) m , eu el punto a. es diferente de 
cero. 

Para comparar funciones infinitesimales suele usarse el simbolo 
o (o minúscula). A saber, si la función a = a (x) es función 
infinitesimal en el punto a de orden superior que la función p = 
P (x), infinitesimal en el mismo punto, entonces se escribe convon- 
cionnlmente del modo siguiente 

« — 0 (P) 

(so leu «a es o minúscula de p»). De esta manera, el símbolo o (P) 
significa cualquier función infinitesimal que en el punto a tiene orden 
de pequenez superior que la función p = p (x) infinitesimal en el 
mismo punto 

Notemos las siguientes propiedades evidentes del símbolo o: 
si y — o (P), entonces o (P) ± o (y) = o (P), o (P) ± o (p) = o (P). 

Observemos también que si a y p son funciones infinitesimales en 
el punto a. entonces la función ap tiene orden de pequefiez superior 
que cada uno de los factores, y por eso 

ap = o (a), ap = o (p) 

Para las funciones infinitas a la derecha (o a la izquierda) del 
punto a se usan los métodos análogos de comparación. 

Sean A (x) y B (x) funciones infinitas a la derecha del punto a 
y seau, por ejemplo, las dos de signo positivo, es decir. 

iím A (x) =•• -)- oo y lím B{x)—+oo. 
x— a +0 x —a -*-0 

Diremos que la función A (x) tiene, a la derecha del punto a, 
orden de crecimiento superior que la función B ( x) si la función | 
es infinita por la derecha en el punto a. Si el valor límite derecho de 
la función en el punto a es finito y diferente de cero, entonces, 
en este caso, diremos que A (x) y B (x) tienen a la derecha del punto 
a un mismo orden de crecimiento. 

Consideremos algunos ejemplos. 

1°. Las funciones a(x) = 3x 2 -f x 3 y p(x) = 2x 3 son infinitesimales 
do un mismo orden en el punto x = Ó. En efecto, si z^O, 


7-007 
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= yx. Ya que = en virlud del teorema 4.1, 

]im ° — — . Esto significa que cc(x) y (l(x) son infinitesimales 

de un mismo orden. 

2°. Las funciones u(x)— x 2 — 6x s y P(x) = x 2 son infinitesimales 
equivalentes en el punto x = 0. En efecto, = 1—6x. Ya que 
límfix = 0, en virtud del teorema 4.1, lím-^-íi = 1, lo que significa 
la equivalencia de las infinitesimales a(x) y ¡l(x). 

3 o . Las funciones A (x) *= ~~ y Z?(x) = -i son de un mismo 
orden de crecimiento a la derecha y a la izquierda del punto x = 0. 
Esto se desprende de que lím AíÉ. = lím (1 +x) — i. 

x-o B(z) x-n 

§ 3. Concepto de continuidad de una función 

1. Definición de la continuidad de una función. Sea que el punto a 
pertenece al campo de definición de la función / (x) y cualquier «-en¬ 
torno del punto a comprende puntos, diferentes de a, del campo de 
definición de esta función. 

Definición. 1. La / unción I (x) se denomina continua en el punto a 
si, en el punto a. el valor limite de esta función existe y es Igual al valor 
particular / (a). 

De este modo, la condición de continuidad de la función / (x) en 
ol punto a puede expresarse simbólicamente de modo siguiente: 
lím /(x) = /(«). 

x-*a 

Ya que a = lím x. entonces la igualdad anterior puede tomar 

x-»a 

la forma siguiente: 

lím / (x) = / / lím xi. 
x-»a 'x-o / 

Por consiguiente, para la función continua, el símbolo «lím» del paso 
al límite y el «/» de la característica de la función pueden cambiarse 
de lugar. 

Empleando la definición 1 del valor límite de la función f (x) 
en el punto a (véase el p. 1 del § 2 en el presente capítulo) podemos 
parafrasear la definición i de la continuidad do la función en el pun¬ 
to a del modo siguiente. 

Definición i*. La función f ( x) se denomina continua en el punto a 
si, para cualquier sucesión x,, x a , .... x„, . . . convergente a a de va¬ 
lores del argumento x, la sucesión correspondiente f (x¡), f (x a ). . . . 

. . ., / (x n ), ... de valores de esta función converge al número f (a). 
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Observemos que, en comparación con la definición 1 del p. 1 en 
el § 2. del valor limite de / (x) en el punto a, en la definición 1* 
hemos omitido la exigencia de que todos los elementos de la sucesión 

x„ . . x n , . . . sean diferentes de a. Se puede hacerlo en virtud 
de que, después de añadir cualquier número de nuevos elementos igua¬ 
les a / (a) a los elementos de la sucesión {/ (i„¡ convergente a / (o), 
no se infringe la convergencia hacia / (a) de la sucesión obtenida. 

Supongamos que el conjunto { x }, sobre el cual está prefijada la 
función / (x), comprende el punto a y para cualquier e > 0 existe al 
monos un elemento do este conjunto que se encuentra en el intervalo 
(a, a + e) (en el intervalo (a — e, a)). 

Definición 2. La función f(x) se denomina continua porta derecha 
(por la izquierda) en el punto a si el valor límite derecho (izquierdo) de 
esta función en el punto a existe y es igual al valor particular f (a). 

Las denotaciones simbólicas de la continuidad por la derecha (por 
la izquierda) serán: 

Um^f(x)^f(a) o /(o + 0) = /(a) 

( líro /(x)-r--f(a) o f (a — 0) = / (a)). 

i-*o - 0 

observación Si la función f ( x ) es continua tanto por la izquierda 
como por la derecha en el punto a , entonces es continua en este punto. 
Efectivamente, en virtud de la observación (p. 1 del § 2 de este capí¬ 
tulo), en este caso oxistc un valor limite de la función en el punto a 
que es igual al valor particular de esta función en el punto a. 

Consideremos ejemplos. 

1°. La función potencial / (x) =* x" con el exponente positivo en 
números enteros n es continua en todo punto de la recta infinita. En 
efecto, en el p. 2 del § 2 hemos demostrado que el valor límite de 
esta función en cualquier punto de la recta infinita ps igual al valor 
particular o". 

2 C '. Debido a que los polinomios y las fracciones algebraicas irre¬ 
ducibles tienen, en todo punto de su campo de definición, el valor lí¬ 
mite igual al valor particular (véase el p. 2 del § 2), entonces son 
funciones continuas. 

Los puntos, en los cuales la función no posee la propiedad de con¬ 
tinuidad, se denominan puntos de discontinuidad de la función *). 
Por ejemplo, la función f (x) = sgn x tiene discontinuidad en el 
punto x = 0 (en el p. 1 del § 2 hemos demostrado que los valores lí¬ 
mite derecho e izquierdo de esta función en el punto x — 0 existen, 
pero no son iguales uno a otro y, por eso, en este punto no existe el 
valor límite de la función). La función de Dirichlct es discontinua 
en todo punto de la recta infinita, puesto que no tiene valor límite en 
ningún punto de esta recta (véase el p. 1 del § 2). 

*) En el § 8 daremos la clasificación de los puntos de discontinuidad. 



100 


Cap. 4. Concepto de función 


Diromos que la función / (x) es continua sobre el conjunto {x) 
si es continua en todo punto de este conjunto. Si la función es conti¬ 
nua en todo punto de un intervalo, se dice que es continua sobre el 
intervalo. Si la función es continua en lodo punto interior del seg¬ 
mento (a, b) y. además, es continua por la derecha en el punto a y 
por la izquierda en el punto b , entonces se dice que es continua sobre 
el segmento [a, 61. 

2. Operaciones aritméticas sobre las funciones continuas. Vamos 
a convencernos do que las operaciones aritméticas sobre las funciones 
continuas llevan a funciones continuas. 

Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 4.2. Sea que las funciones / (x) y g (x), prefijadas sobre 
un mismo conjunto, son continuas en el punto a. Entonces, las funcio¬ 
nes / (x) + g (x). f (x) — g (x). f (x)-g (x) y y— son continuas en el 

punto a (para el cociente debe cumplirse la condición g (a) 0). 

demostración. Ya que las funciones f (x) y g (x), continuos en ol 
punto a. tienen en este punto los valores límite / (a) y g (a), entonces, 
de acuerdo con el teorema 4.1. los valores limite de las funciones 

1 (x) ‘- g (x). / (x) — g (x), / (x)g (x) y existen y son iguales a 

/ (“) -T- g (a). / (a) — g (a), / (a)-g (a), respectivamente. Pero 

estos valores son precisamente iguales a los valores particulares de 
dichas funciones en el punto a. El teorema queda demostrado. 

3. Función compuesta y su continuidad. Las funciones que se 
forman haciendo la superposición (es decir, la aplicación sucesiva) 
de dos o varias funciones se denominan compuestas 

Es suficiente definir la función compuesta formada por la super¬ 
posición de dos funciones. 

Sea la función x = <p (í) prefijada sobre un conjunto (!) y sea 
{x} el conjunto de los valores de esta función. 

Luego supongamos que sobro dicho conjunto {x} está definida 
otra función y = f (x). Entonces se dice que sobre el conjunto { 1 } 
está prefijada la función compuesta 

y = f (x), donde x=*<p (t), 
o 

»-/!*(*)] -F(t). 

Es válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 4.3. Si la función x = <p (í) es continua en el punto a, y 
la función y = f(x)es continua en el punto correspondiente 6 = q>(a), 
entonces la función compuesta y = / |<p (<)] = F (í) es continua en el 
punto a. 
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demostración. Sea {<„} sucesión arbitraria de valores del argu¬ 
mento de la función compuesta convergente a a. Debido a que la fun¬ 
ción x = q> (í) es continua en el punto a, entonces (en virtud de la de¬ 
finición 1* del p. 1), la sucesión correspondiente de valores de esta 
función x n = <p (f„) converge al valor particular de esta función en 
el punto a, es decir, al número b — cp (a). Luego, puesto que la fun¬ 
ción y — / (x) es continua en el punto b = <p (a), y, para ella, dicha 
sucesión {x„} convergente a b — <p (a) es sucesión de valores del ar¬ 
gumento, (entonces, en virtud de la misma definición 1* del p.l) 
la sucesión correspondiente de valores de la función / (x„) = 
= I Iqj (t B ) 1 = F (í„) converge al número /(!>) = / I<p- ( fl )l — F ( a )- 

Pues, obtenemos que, para cualquier sucesión (í„) de valores del 
argumento de la función compuesta convergente a a, la sucesión 
correspondiente de valores de la propia función compuesta {/ l.<p (£„)}*“ 
es {/•’ (í„)} converge al número / [<p (a)l = F (a), que es valor par¬ 
ticular de la función compuesta en el punto o. En virtud de la misma 
definición 1* del p. 1, esto significa que la función compuesta 
i l<p (01 *■ F (i) es continua en el punto a. El teorema queda demos¬ 
trado. 

§ 4. Algunas propiedades de las funciones monótonas 

1. Definición y ejemplos de funciones monótonas. 

Definición. La / unción y = / (x) se denomina no decreciente (no 
creciente) sobre un conjunto (x) si para cualesquiera x t yx 3 de este con¬ 
junto que satisfacen la condición 
x, < x a es válida la desigualdad 
/(x,)^/(x 1 )(/(x I )>/(x,)). 

Las funciones no decrecientes 
y no crecientes se agrupan en 
una clase llamada funciones 
monótonas. 

Si para cualesquiera x, y x¡ 
del conjunto (x> que satisfacen 
la condición x, < x s es válida 
la desigualdad / (x,) C / (x 2 ) 

(/ (x,) > / (*,)), entonces la 
función y — ¡ (x) se denomina 
creciente (decreciente ) sobre el con¬ 
junto {x}. Las funciones crecien¬ 
tes y decrecientes se denominan también estrictamente monótonas. 

Aducimos ejemplos de funciones monótonas. 

1. La función / (r) = x + sgn x crece sobre toda la recta numéri¬ 
ca (fíg. 4.7). 

2. La función / (x) = sgn x es no decreciente sobre toda la recta 
numérica (véase fíg 4.4). 
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2. Concepto de función inversa. Funciones monótonas que tienen 
la inversa. En este punto enunciamos el concepto de la función 
inversa y determinamos las condiciones de la existencia de la función 
inversa para la función monótona. 

Seo la función y — f (x) dada sobre el segmento (a, bl y sea su cam¬ 
po de valores'el segmento la. p). Luego, sea que a todo y del segmento 
la, pl le corresponde un solo valor x del segmento [a, 61, para el cual 
f (*) = y- Entonces, en el segmento la, pl se puede definir la función 
f — ( 'J )■ poniendo en correspondencia a todo y de [a, pl, el valor x de 

la, 61 para el cual f (x) = y. La función x = /■* (y) se denomina inver¬ 
sa de la función y = / ( x ). 

En la definición mencionada en vez de los segmentos la, 61 y [a, pl 
se podría considerar los intervalos (a. 6) y (a. P). Se puede admitir 
también que uno o los dos intervalos (a, 6) y (a, P) se convierten en 
una recta infinita o en una semirrecta abierta. 

Notemos que si x — f~ l (y) es la función inversa do y — / (x), 
entonces la función y = / (x) es obviamente inversa de la función 
x “ /' [y): Por ° s ° '«9 funciones y ~ / (x) y x = /-» (y) se denomi¬ 
nan también mutuamente inversas. 

Los funciones mutuamente inversas poseen las siguientes propie¬ 
dades evidentes: 

/ (/- 1 (y)) - y, /-* (/ (*)) = x. 

Consideremos ejompios de funciones rauluamento inversas. 

1°. Sea que sobre el segmento 10, 11 está dada la función / (x) = 
= 3x. El conjunto do los valores de esta función será el segmento 
[0, 3). La función /-' (y) = | j definida sobre el segmento [0, 31 
es inversa de la función dada / (x) = 3x. 

2°. En el segmento 10, 11 consideremos la función definida de la 
manera siguiente: 



x, si x es número racional, 
i—x, si x es número irracional. 


La función x = /-* (y) prefijada sobre el segmento [0, 1) y defi¬ 
nida por las igualdades 


x = (y)= ( U ’ si y es un n,lmero racional, 

I 1 —y, 9¡ y es un número irracional 

será inversa de la dada. No es difícil cerciorarse de eso comprobando 
directamente. 

observación i. Sea que en el segmento [a, 6] está prefijada una 
función escrictaraente monótona y = / (x) y sea el segmento (a. pl 
su conjunto de valores. Entonces, de acuerdo conUa monotonía estric¬ 
ta de la funcióu y = f (x), a todo y de [a, pl le corresponde un solo 


§ 4. Propiedades de las funciones monótonas 


valor x de [a. 6), para el cual / (x) = y, por eso en el segmento la, 
p) existe la función x = /■* (y) inversa de la función y — f (x). Más 
que eso, si la función y = / (x) es creciente en el segmento la, 61, 
entonces la función x — /** (y) es también creciente en el segmento 
[a, p), si y = / (i) es función decreciente en el segmento [a, 61 
entonces x — /"' (y) decreciente en [p, al. Vamos a convencernos, por 
ejemplo, de que si y = / ( x ) es función creciente, entonces x = 
= /"* (y) es también creciente. Efectivamente, si y¡ < y 2 , enton¬ 
ces x, < x , (a, = /-* (y,) y x, — /- 1 (y,)), ya que de la desigualdad 
x¡ ^ x, y del crecimiento de la función y — I (x) se deduciría que 
y,> y„, lo que contradice la desigualdad y, < y 2 . 

Lema 1. Para que la función y = f (x) estrictamente monatóna en 
el segmento [a, b ] sea continua en este segmento, es necesario y suficien¬ 
te que cualquier número y comprendido entre los números a = / (a) y 
p = / (6) sea valor de esta función. En otras palabras, para que la fun¬ 
ción estrictamente monótona y =- / (x) sea continua en el segmento 
la. 61 es necesario y suficiente que el conjunto de sus valores sea el 
segmento la. pl (o lp, a), cuando p < a), donde a = / (a) y p = 
= / (*>■ 

demostración. 1) necesioad. Para mayor precisión, consideremos 
la función creciente y — I (x). continua en el segmento la, 61 (para 
la función decreciente la demostración es análoga). Mostremos que si 
a < y <P. entonces existe un punto interior c del segmento la,61 
en el que / (e) = y (en virtud del crecimiento de la función / (x) en el 
segmento la, 61 este punto c será único). Denotemos mediante {x} el 
conjunto do puntos del segmento la, 61, para los cuales / (x)^j y este 
conjunto comprende, por ejemplo, el punto a, ya que / (a) == a < 
< y). El conjunto (x) es superiormente acotado y, por eso, tiene la 
cota superior exacta c. Demostremos que / (e) — y. Notemos que 
cualquier número del segmento la, 61, inferior a c. pertenece al con¬ 
junto {x} *) mientras que cualquier número superior a c no le per¬ 
tenece **). Mostremos que c es punto interior del segmento la, 61. 
En efecto, sea, por ejemplo, c — b. Consideremos una sucesión crecien¬ 
te {x,,} de valores del argumento de la función y = / (x) que conver¬ 
ge hacia 6. Ya que / (x) es continua en el punto 6 por la izquierda, en¬ 
tonces lím f (x„) = p. Por otra parte, / (i„)< y***), Y> P or es0 - 

n -» oo 

en virtud del teorema 3.13, lím / (x„)^y. De este modo, P áí y 

n -• co 

que contradice la condición y < P • La contradicción obtenida demues¬ 
tra que c < 6. De manera análoga podemos cerciorarnos de que 
a < c. Puesto que c es punto interior del segmento [a, 61, existen 


•) Ya que, según la definición de la cota superior exacta, para cualquier 
x menor de c existe un x' tal que x< i y / (i‘) s; y. Poro entóneos del creci¬ 
miento de / (x) so desprende que también / (x) < y. es decir, x pertenece a (x). 

*•) En virtud de la definición de la cota suporior exacta. 

**•) Ya que todos los x„ son menores de c y, por tanto, pertenecen a (x|. 
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W y (xñ). sucesiones creciente y decreciente de valores del argu¬ 
mento x que convergen hacia c. Debido a que / (x) es continua en el 
punto, c, lira f (x„) = lím / (xí.) = / (c). Pero / (x' n ) < y y 

/» — oo n — ex. 

/ (xá) > Y *)• Por eso. lím / (Xn)^ y. lím / (xñ)> y, de donde 
se desprende que / (c) = y. 

2) suficiencia. Realicemos la demostración para la (unción y = 
— / (x), creciente sobre el segmento [a, 61 (para la función decre¬ 
ciente los razonamientos son análogos). Sean c cualquier punto del 
segmento (a, 61 y y = / (e) el valor de la función y = / (x) en este 
punto. Vamos a convencernos de que el número y es valor limite de¬ 
recho e izquierdo de la función / (x) en el punto c (si c es punto 

de frontera del segmento [a, 61, 
entonces y es valor limite unila¬ 
teral correspondiente en este 
punto de frontera). Sea que 
a < 6; demostremos que 

y es valor límite izquierdo de 
la función en el punto e. Sea 
e un número positivo tan 
pequeño que a<y— e (fig. 4.8). 
Ya que según la condición del 
lema el número y — e es valor 
de la función / (x), en el seg¬ 
mento la. 61 se puede indicar un 
punto d tal que / (d) = y — e. Puesto que la función /(x) crece, 
d < c. Consideremos ahora cualquier sucesión {x„) de valores del 
argumento x que converge hacia c y cuyos elementos son menores de 
c. A partir de cierto número N, todos los elementos x„ de esta suce¬ 
sión satisfacen las desigualdades d < x„ < c (un elemento de este 
tipo está representado en la fig. 4.8) asi que. en virtud del crecimien¬ 
to de / (x) para N son válidas las desigualdades / (d) < / (x„) < 
< /<(?)• Como / (d) = y — e y / (c) = y, se desprende de las últi¬ 
mas.desigualdades que para nl> JV 

0 < Y — / (*J < e, 

es decir, Ja sucesión (/ (x„} converge hacia y. Ya que {x n } es suce¬ 
sión arbitraria de valores del argumento que converge hacia c por 
la izquierda, por eso queda demostrado que en el punto c existe el 
valor limite izquierdo igual a y = / (c) **). Si a< c < b, entonces, 
realizando los razonamientos análogos, se puede demostrar que y = 

*) Hemos demostrado el caso de un e > tan pequeño que a-cy — e- 
Si a> y — b. basto tomar d = a y repetir los razonamientos realizados emplea¬ 
dos, empleando la desigualdad evidente y — e</(d). 

*•) Debido a que < c < xj, para cualquier número n. 
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= / (c) es el valor límite derecho de la función en el punto c. Hemos 
demostrado que los valores límite derecho e izquierdo de la función 
y — í (x) en todo punto interior c son iguales a su valor particular 
/ (e) lo que, en virtud de la observación del p. 1 del § 2, significa la 
continuidad de j (x) en los puntos interiores del segmento. La conti¬ 
nuidad de esta función en los puntos de frontera del segmento se de¬ 
duce de que los valores límite unilaterales correspondientes de / (x) 
en los puntos de frontera del segmento son iguales a los valores par¬ 
ticulares de la función. El lema queda completamente demostrado. 

Corolario. Sea que sobre el segmento fa, ó| está prefijada una jun¬ 
ción estrictamente monótona y = / (x) y sea que a — f (a) y p = / (ó). 
Entonces esta junción tiene la inversa x — /-* (y), estrictamente monó¬ 
tona y continua sobre el segmento la, (Jl (o IfS, al sí p <a). 

demostración. En virtud del lema que acabamos de demostrar, 
el conjunto de los valores de la función y = / (x) es el segmento [a, 
PJ- Entonces, según la observación 1 de este punto, en el segmento' 
(a, P) existe la función inversa x = /-' (y), estrictamente monótona, 
cuyo conjunto de valores es el segmento lo, 61 y que por eso, en vir¬ 
tud del mismo lema, es continua sobre el sogmento la, pl. 

observación z. Notemos que las funciones monótonas tienen va¬ 
lores límite derecho e izquierdo en todo punto interior del campo de 
definición. La demostración de esta proposición queda a cargo del 
lector. 

§ 5. Funciones elementales más simples 

Suelen llamarse funciones elementales más simples las siguientes 
funciones: y = x a . y =* a*, y — log 0 , x, y = sen x. y -= eos x. 
y — tg x, y = ctg x. y = aresen x, y = árceos x. y = arctg x, y = 
-= arcctg x. 

El lector tiene ciertos conocimientos de estas funciones y sus grá¬ 
ficas de las matemáticas elementales. Algunas de estas funciones, 
por ejemplo, y = a x , se definen fácilmente para los valores raciona¬ 
les del argumento x. Vamos a aclarar el problema de la definición de 
las funciones elementales más simples para lodos los valores reales 
posibles de sus argumentos Este problema no es sencillo: por ejem¬ 
plo, no está claro cómo se puede elevar un número real arbitrario x 
a una potencia real arbitraria a. 

Examinaremos también el problema de la continuidad de las fun¬ 
ciones elementales más simples en todos los puntos do su campo de 
definición. Argumentaremos aquel comportamiento de las funciones 
elementales más simples que se desprende de la consideración de sus 
gráficas. 

En el Complemento del cap. 8 se dan algoritmos para calcular va¬ 
lores de las funciones elementales más simples. 

1. Potencias racionales de los números positivos. La elevación 
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de cualquier número real x a una potencia positiva entera n se define 
como la multiplicación n-tuple del número x por sí mismo. Por con¬ 
siguiente, siendo n entero, podemos considerar definida la función 
y — x n para todos los números reales x. Vamos a utilizar algunas pro¬ 
piedades de esta función para definir potencias racionales de los nú¬ 
meros positivos. 

Demostremos el lema siguiente. 

Lema 2. Para x> 0 y un n positivo entero, la función potencial 
y =s x n crece y es continua. 

DEMosTnaciON. Demostremos el crecimiento de esta función. 
Sea 0< x, < ij. Como x¡,‘ — x" = (x 2 — x,) (x? _l + x?' a x, + 
+ x"- 1 ), + xy a Xi + . . . 4- *?-* > 0 so tiene xj¡ > 

>• x?. La continuidad de esta función fue determinada anteriormen¬ 
te (véase el ejemplo 1 del p. 1 en el § 3). 

Corolario. Consideremos la función potencial y = x" en el seg¬ 
mento 10, A l, donde A' es número positivo cualquiera. Puesto que 
esta función es continua y crecionte en dicho segmento, en virtud 
del corolario del loma 1 de este capítulo, ella tiene la función inversa 
creciente y continua en el segmento [0, VI que se denotará por • y l / n . 

Yaque se puedo escoger A 1 cualquier grande que sea, N n también lo 
será. Por consiguiente, la función x = y 1 " 1 está definida para todos 
los valores no negativos de y. Cambiando para esta función la denota¬ 
ción del argumento y por x y la de la función x por y, obtenemos la 
función potencial y = x' ,H definida para todos los valores no 
negativos de x 

Definimos o 1 '» como el númoro b igual al valor de la función 
y — x*/ n en el punto a. Ahora podomos definir cualquier potencia 
racional r del número positivo o. A saber, si r= m/rt, donde m 
y n son números positivos enteros, pongamos 
a r = a m,n = (a' ,n ) m . 

Además nos ponemos de acuerdo que 

(i° = l, <r r =(l/a) r . 

No es difícil cerciorarse do la validez de las siguiontes propiedades 
de la potencia racional do los números positivos: 

(a T )‘*= a T “, a r -b r = (a-b) r , a'-a , =o r +‘. (*) 


En primor lugar, demostremos la validez do la primera propiedad (•). 
Obsorvomos que, para un p positivo entero, la igualdad (a m / n )P — a m ' p/n . donde 
m y n son cualesquiera números positivos enteros, es válida a ciencia cierta, pues¬ 
to que tanto el miembro izquierdo como ei derecho de esta igualdad son igua¬ 
les al producto del número a 1 /" por si mismo m p voces. 

Haciendo r — —. í = 21í, demostremos la igualdad la')’ 
n, n¡ 

lcsquiera r y a racionales positivos. Pongamos c,= 


/ m ‘\ m « 

. U" 1 . c s : 


para cua- 

m t • m, 

|"> "• . Si 
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c , fuera distinto de c 7 , entonces del crecimiento de la función potencial y — r"’ 
se desprendería que cj* =# cj 1 ', y, en virtud de la validez ya demostrada de la 
igualdad (a m/n )V a” l p/n para p entero, la última relación significaría quo 
(am,rn,)m, =¡fc jn, m,/n,. La relación obtenida contradice la igualdad (a”>i/ n i)i»i= 
„ m i .m,/n, y a demostrada para m,. n, y m, positivos enteros. Por lo tanto, 
cj = c s y la primera igualdad (•) queda demostrada para cualesquiera r y s 
racionales positivos. 

No es difícil extender esta igualdad para r y > no positivos, puesto que nos 
hemos puesto de acuerdo que 

i, a“ r = ("a*) P ara r >0. 

Es también suficiente demostrar la segunda igualdad (•) para un r racional 
positivo. Haciéndolo igual a m-n, donde m y n son números positivos enteros, ob¬ 
servemos quo baste demostrar la igualdad a í l n -b l l n = (a-i) 1 /", ya que, al mul¬ 
tiplicar m igualdades de este tipo, quedará demostrada la relación general 
a r b' = (ab)'. 

Para demostrar la igualdad a 1 /" b l l n = (o-4)“", observemos que, en vir¬ 
tud de las propiedades de funciones inversas mutuamente y — x */* y i = «", 
se puede afirmar que (ó’/ n ) n = b. (a 1 /")", «• a. ((a i)V n ) n — a b. Por eso, ha¬ 
ciendo i, = a 1 /".6 1 /". c, (o-ó) 1 /" y suponiendo quo c, »*• obtendríamos 
que c¡' va cj lo que contradice la igualdad a- ó — ab. 

Demostremos ahora la última propiedad (•) teniendo en cuenta que las dos 
primeros ya quedan demostradas. Sean r= m,/n,, s = m 7 /n 7 , entonces r = 
= r= m, n,'(n, n,). y llegamos a la siguiente igualdad: 

( 1 _\ m, n, / 1 \IW,-I|| / t v m,n,+ 01,11, 

La última igualdad es válida puesto quo m,-n, y m,-n, son números enteros. 
De este modo. 

t»n,n,+m»n,) w, jn^ 
a'-a* = a = a n >=.a r **, 

lo quo se necesita . 

Demostremos que, pura a>t y r>0 racional, es válida la 
desigualdad ar > 1. En efecto, sea r = m/n y a r = a m,n 1. 
Multiplicando término a término n desigualdades mencionadas, obte¬ 
nemos a m ^ 1. La última desigualdad contradice la desigualdad 
a rn > 1 obtenida después de multiplicar término a término m des¬ 
igualdades de tipo a > 1. En fiu, notemos que si la fracción racional 
r = m/n tiene denominador impar n, la definición de la potencia 
racional puede extenderse también para los números negativos si 
se supone 

( — a ) T = ar, si m es par, 

(—a)r .=• _ar, si m es impar. 

2. Función exponencial. Se desprende de los razonamientos del 
punto anterior que si a es número positivo, entonces la función 
y = a* está definida para todos los x racionales. 
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Es fácil convencerse de que la función y = a x , a > 1, definida 
sobre el conjunto { x > de todos los números racionales, crece monó¬ 
tonamente en este conjunto. 

En efecto, sean x l y x¿ cualesquiera dos número racionales que 
satisfacen la condición x, > x,. Entonces, 

a*-a*‘ = a*- (a**-*> — 1). 

Como x 2 — x, > 0 y a > f, se tiene > 1. o sea, el miembro 

derecho de la última igualdad es positivo y, por eso a *• > a*>. El 
crecimiento de la función a x sobre el conjunto de los números raciona¬ 
les está demostrado. 

Pasamos a la definición de la función a x ‘ sobre el conjunto de todos 
los números reales. 

Fijemos un número real arbitrario x y consideremos todos los 
números racionales posibles a y (1 que satisfacen las desigualdades 

a < x < o. (4.2) 

Definemos a x . para a > 1. como un número real y que satis¬ 
face las desigualdades 

o». (4.3) 

Más adelante demostremos que este número y existe y. además , es 
único. Demostremos también que la función definida y = a x posee 
las siguientes propiedades importantes: 1) crece sobre toda la recta 
infinita, 2) es continua en cualquier ¡¡unto x de esta recta. 

1°. Ante todo demostremos quo para cualquier x fijado y cualesquiera mi. 
moros racionales a y p que satisfacen las desigualdades (4.2) exilie un número 
real y que satisface ¡as desigualdades (4.3). 

Fijemos un número racional arbitrario p que satisface el miembro derecho 
de (4.2) y consideremos todos los números racionales posibles a que satisfacen 
la desigualdad izquierda de (4.2). 

Ya quo a < P y la función exponencial definida sobre el conjunto de los 
números racionales crece, entonces. a a < a**. De este modo, el conjunto (a a ) 
es superiormente acotado y el número a^ es una de las cotas superiores de esto 
conjunto. Por lo Unto, este conjunto tiene cola superior exacta quo se denotará 
medíante y. Quedo por demostrar quo y satisface las desigualdades (4.3). De la 
definición de la cota superior exacU se desprende la validez de la desigualdad 
izquierda de (4.3), la validez de la derecha, de (4.3) se deduce de que a** 
es una do las cotas superiores e y, cota superior exacta del conjunto ía a ¡ 

2 a . Ahora determinemos quo existe un solo número real y que satisface las 
desigualdades (4.3). 

Basta demostrar que para cualquier e > 0 existen números racionales rx y 
p tales que. verificando las desigualdades (4.2 1 . satisfacen la desigualdad a^ — 
— a a <e. En efecto, entonces cualesquiera dos números y, e y a , que satisfa¬ 
cen las desigualdades (4.3), tienen que coincidir, puesto que su diferencia por mó¬ 
dulo es menor que cualquier número positivo e anticipadamente tomado. 



Fijemos un s > 0 arbitrario y un j$ 0 racional quo satisface la desigualdad 
derecha (4.2). Entonces, como a a < «A. se oblione 

o®—a“ = a® (a®"° —1) < o® 1 (fl®-“— 1). 

La desigualdad a® — a“ < e se demostrará si determinamos la posibilidad 
do elegir ay ( tales que — t <-y • 

Del capítulo 2 se desprende que para cualquier n natural se puede escoger 
números racionales ay fi quo satisfacen las desigualdades (4.2), do tal modo quo 
ln diferencia P — ci sea menor que l/«. De este modo, es suficiente demostrar 
la existencia de un n natural para el cual 

a' ,n — 1 < —g- . (4.4) 

Vamos a convencernos de que es posible elegir este n natural. Sea 
r«v=i+ó„. 

Puesto que a'r n >l, 6 „ es pe 'ivo. Empleando ln fórmula del binomio 
de Newton, tendremos o = (a 1 '*) .l + ó n )" = l + nó„ + (los tórminos positi- 

vos)> l+nó„. De aquí a — \> nó„ y 0 < 6 „<^¿. Por lo Unto, a 1 /" — 1 = 

n 

= R „<——. La desigualdad (4.4) será válida ai elegimos n de tal modo 


que n satisfaga la exigencia 




(«-» »®’ 


. Acabamos de de¬ 


mostrar la definición univoca del numero y que satisface las desigualdades 

(4.3). 

Obsorvomos que si x es número racional y a*. el valor de la función exponen¬ 
cial, en el punto x inicialmcnte definida solamente sobre el conjunto de los nú¬ 
meros racionales, entonces a x es aquel número real único y que satisface las de¬ 
sigualdades (4.3). 

3" Demostremos ahora que la función construida a* (para a > ll crece en 
toda la recia Infinita. 

Sean X , y x, cualesquiera números reales que satisfacen la desigualdad x, < 
< x 3 . Obviamente, existen números racionales a y p que satisfacen las desigual¬ 
dades x, < a < p < x, (véase la afirmación demostrada en la parle final del 
p.l del §2 del cap. 2). De la definición do la función exponencial y de su creci¬ 
miento sobre el conjunto de los números racionales se desprenden las desigualda¬ 
des «*■ < a“ < a B sg o*■, es decir. «*' < o*'. El crecimiento de la función a x 
queda demostrado 

4°- Queda por demostrar la continuidad de la función construida o* en 
cualquier punto x de la recta infinita. 

Sea (x„) cualquier sucesión do números reales, couvorgento a x. Basta de¬ 
mostrar quo para cualquior |>0 existe un número N tal que para n> N es vá¬ 


lida la desigualdad | a x " — a» | < e. 

Fijemos un e > 0 arbitrario y escojamos números racionales a y P quo satis¬ 
facen las desigualdades (4.2) de tal modo que seo válida la desigualdad a® — 
— a a < e (la posibilidad de escoger estosa y P fue demostrada en 2°). Puesto que 
la sucesión (x„) converge hacia x y a < x < p. entonces existe un número N 
tal que para N son válidas las desigualdades a < x„ < p. De las desi¬ 
gualdades o<x<Py<i<x n <pydela monotonía de la función expo- 


110 


Cap. 4. Concepto de función 


noncial so dosprende quo a“ <C a <n < a® y a a c o 1 < a® (para n> A») Ya que 
la diferencia entre los números cP y a a es menor que e y ambos números a x 
y a’ n se comprenden entre a 1 y a®, entonces | a’ n — a* | < e (para n> A'). 
La demostración de la continuidad está terminada. 

Observación i Si 0 < a < 1, entonces a = 1/6. donde 6 > 1. 
Pero eso, para 0 < a < 1, la función y ~ a puede definirse como 
la función y = b~ x , b > 1. 

Determinemos algunas propiedades de la función exponencial 
y = a x , a > 1. 

1) Todos los valores de la función exponencial son positivos. 
En realidad, sea x uu punto arbitrario de la recta numérica y sea 
que x' es un punto racional tal que x' < x. Ya que. por definición. 
a x ' > 0 y a*' < o*, se tiene a* > 0. 

2) lím a* — 0. lím a x — •+■ oo. En efecto, como a>l, tenemos 

X—-OO X-«-f ao 

a = l-fa, donde a>0y a n — (1 +a)" ;> 1 +na. Por consiguiente, 
lim a" — + oo. En virtud de la monotonía do lo función 

n—-t-wj 

lira (i*= +oo. Ya que a' n l/o”. entonces líma"’ 1 = 0, y, por eso 

x -• +oo n-»oo 

lím a x = 0. 

X-+-oo 

3) De las propiedades 1) y 2), así como de la monotonía y la 
continuidad de la función y = a* se desprende, conformo al lema 1, 
que los ¡ialores y de esta / unción llenan toda la semirrecta positiva y > 0. 

4) Para cualesquiera números reales x, y i, son válidas las rela¬ 
ciones 

(a x, )* , =s a x ‘b x ‘~la-b) x \ a x ' +x \ 

Efectivamente, ya hemos notado la validez de estas relaciones para 
los exponentes racionales. Para cerciorarse de la validez de estas 
relaciones para cualesquiera exponentes, basta considerar las suce¬ 
siones (x'„) y {zñ} do números racionales que convergen hacia z, 
y x,, respectivamente. Entonces, por ejemplo, a*»»*" = a*’ l+; "'. 
Pasando al limite, cuando n-*- oo, y empleando la propiedad de la 
continuidad de la función exponencial obtenemos «** a* s = o*i+*«. 
De manera análoga, podemos cerciorarnos de la validez de otras 
relaciones enumeradas anteriormente. 

Observación 2. Hemos determinado las propiedades 1) —4) de la 
función exponencial y = a x así como su continuidad y crecimiento 
monótono sobre la recta infinita para el caso de a > 1. Notemos quo 
para 0<a<cl, en virtud déla observación 1, la función y=a x es 
continua y monótonamente decreciente sobre la recta infinita. 
Además, para esta función se conservan las propiedades 1), 3) y 4), 
mientras la propiedad 2) se modifica del modo siguiente: 

lím a x — + oo, lím a x — 0. 
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En las figs- 4.9 y 4.10 están representadas las gráficas de la fun¬ 
ción exponencial y = a* para los casos de a > 1 y 0 < « < 1. 

observación 3- La propiedad a * t+*« = puede servir para 

la definición funcional de la función exponencial y — a*. Se puede 
demostrar que existe y. además, es única, la función f (x) definida 



sobre toda la recta infinita y satisface las lies exigencias siguientes: 

1) para cualesquiera ,r, y x s reales se verifica la relación / (x, + 
+ x t ) = / (x,) / (x,); 

2) se verifican las relaciones / (0) = 1, / (1) = a, donde a > 0; 

3) es continua cuando z = 0. 

Esta es la función construida anteriormente a» 

3. Función logarítmica. Consideremos un segmento arbitrario 
|c, d\ de la recia infinita. F.n este segmento la función y = a* es 
estrictamente monótona y continua. Por eso, en virtud del lema 1, la 
función y = / (z) = a* tiene, en el segmento la, (1) donde a = a‘, 
|J =- a", la función inversa z — /"' (y) que se denomina logarítmica. 
La función logarítmica se denota de la manera siguiente: 

x - log„y. 

Cambiando, para esta función, la denotación del argumento y por 
z y la denotación do la función x por y, obtenemos la función 

y = log„x. 


Notemos las siguientes propiedades de la función logarítmica que 
se desprenden directamente de su definición: 

1°. La función logarítmica está definida para todos los valores 
positivos de z. Esto se desprende de lo quo su argumento son valores 
de la función exponencial que, en virtud de las propiedades 1) y 3) de 
esta función (véase el punto anterior), pueden ser positivos y ocupan 
toda la semirrecta positiva z > 0. 

2°. La función logarítmica es continua y crece sobre toda la se¬ 
mirrecta abierta x > 0 cuando a > 1 (decrece cuando a < 1), con 
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tal que para a > 1 

lira log „x =—oo, lím log„j=+oo. 
x-0+0 *-+«. 

La validez de esta propiedad so desprende de las propiedades de la 
función exponencial y de la observación f del p. 2 del § ó. 

3''. Para cualesquiera x, y x 2 positivos 

loga = loga*, -I log„X a . 


Esta propiedad se desprende también do las propiedades de la fun¬ 
ción exponencial. 

OBSERVACION Vale notar especialmente la función logarítmica 


y = logjX, donde e - lím 



Fig. 4.11 


0 



Para esta función emplea¬ 



mos la denotación y = In x. La función logarítmica y — Ini desem¬ 
peña importante papel en las matemáticas y sus aplicaciones. Los 
logaritmos de base e suelen llamarse naturales. 

En las figs. 4.11 y 4.12 están representadas las gráficas de la 
función logarítmica y — log„x para los casos de a > 1 y 0 < a < 1. 

4. Funciones hiperbólicas. Se denominan funciones hiperbólicas 
las siguientes funciones *): 

I o . Seno hiperbólico 



2 o . Coseno hiperbólico 


ch x = 




*) La denominación «funciones hiperbólicas» se debe a que las funciones 
y = sh x o ¡j = ch i pueden definirse geométricamente, al considerar una hipér¬ 
bola isósceles según las mismas reglas que sirven para definir las funciones 
y sen x o y = eos x considerando una circunferencia unitaria. 
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3 o . Tangente hiperbólica 


thr = 


sh* 


«*+«-* ' 


4 o . Cotangente hiperbólica 


,, ch* 
ctli i = -r— = 


«*+«- 


shl r 1 — t 

Do las definiciones do las funciones hiperbólicas se desprende 
que el seno hiperbólico, el coseno hiperbólico y la tangente hiperbó¬ 




lica están definidas sobre toda la recta numérica. La cotangente 
hiperbólica está definida en todos los puntos de la recta numérica, 
excepto el punto x = 0. 

Las funciones hiperbólicas son continuas en todo punto del campo 
de definición (ésto se desprende de la continuidad de la función ex¬ 
ponencial y del teorema 4.2). 

Las funciones hiperbólicas poseen una serio de propiedades aná¬ 
logas a las de las funciones trigonométricas. Por ejemplo, para las 
funciones hiperbólicas sir\en los teoremas de adición análogos a los 
de las funciones trigonométricas. A saber: 

sil (x + y) = sh x ch y + ch x sh y , 
ch (x 4- y) = ch x ch y + sh x sh y. 

En las figs. 4.13—4. lli están representadas las gráficas de las 
funciones hiperbólicas. 

5. Función potencial con cualquier exponente real a. Sea a nú¬ 
mero real arbitrario. Definemos la función potencial general y — x a . 


*-«07 
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x > 0, de la manera siguiente: 

V = x«(a l, *‘ : ‘) a = a a '° g <‘* (#>!)• 

De la definición de la función potencial se desprende que para a > 0 
ella es creciente y, para a < 0, decreciente. 



-IJ y.thx 

Fig. 4.15 


X 


Consideremos el valor límite de la función 
- 0 -f- 0. Demostremos que 


lím X a = 
*-o+o 


I 0, si a>0, 
1 + oo si a<0. 


potencial cuando 


En efecto, sea {i„} cualquier sucesión do valores del argumen¬ 
to x, convergente a cero por la derecha. Ya que lím log„a: n = 

n -• oo 

— — oo, entonces de las pro¬ 
piedades do la función expo¬ 
nencial se desprende que 
lím _a al0,I a*n = 0, cuando a > 0, 

y lím a a,0 *a 3t ii= + oo, cuando 
' n — oo 

a < 0. Ahora es lógico tomar 
0 a = 0 para a > 0 y considerar 
indeterminada esta expresión 
para a 5^ 0. 

Demostremos la continuidad 
de la función potencial en 
cualquier punto x de la semi¬ 
rrecta infinita positiva (i > 0). 
Para hacerlo, es suficiente argu¬ 
mentar que esta función es con¬ 
tinua por la derecha y por la 
izquierda en todo punto x de 
dicha semirrecta (véase la obser¬ 
vación en el p. 1 del § 3). Por ejemplo, demostremos que esta fun¬ 
ción es continua por la izquierda en el punto x (la continuidad por la 
derecha se demuestra análogamente). Al mismo tiempo, para mayor 
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precisión, tomaremos o > 0. Vamos a emplear la fórmula y = X a = 
= a alo ‘a x , a > 1. Sea {*„} cualquier sucesión, convergente por la 
izquierda hacia x, de valores del argumento de la función potencial,, 
así que i„ < x. Puesto que la función logarítmica es continua, la 
sucesión {u n }, donde u n — a log„z„, converge hacia u = alog a x 
con tal que todos los elementos u n son diferentes de u (en efecto, 




ya que para a > 1 la función logarítmica crece, entonces es válida 
la desigualdad u n < u) En virtud de la continuidad de la función 
exponencial, la sucesión {a'‘n} converge hacia u“. En otras pala¬ 
bras. la sucesión {a“ »«*„ *„}, que representa la sucesión {z“}, corres¬ 
pondiente a la {x„}, de valores de la función potencial, converge 
hacia a olo * a *„, e S decir, hacia X a . La continuidad do la función 
potencial por la izquierda en el punto x > 0 queda demostrada. De 
manera análoga se demuestra su continuidad por la derecha en el 
punto x > 0. Pero la continuidad por la derecha y por la izquierda 
de una función en un punto x significa que la función es continua en 
este punto. Notemos que si a > 0. entonces la función potencial 
y = X a es también continua en el punto x — 0. 

obsehvacion. Observemos que si el exponente a de una función 
potencial es un número racional m/n, siendo n un número entero 
impar, entonces la función potencial y = x a puede definirse sobre 
todo el eje numérico, poniendo para x < 0 

y = | x |“, si a — min y m es par, 

y = — I x I o , si a = m/n y m es impar. 

En las figs. 4.17—4.20 están representadas las gráficas de la 
función potencial y = X a para varios valores de a. 


f 
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6 . Funciones trigonométricas. En las matemáticas elementales, 
haciendo razonamientos geométricos demostrativos, fueron intro¬ 
ducidas las funciones trigonométricas y = sen x e y = eos x *). 

Enumeremos algunas propiedades de las Funciones trigonomé¬ 
tricas que tienen importancia para análisis ulterior: 




I o . Para cualesquiera x', x" y x reales son válidas las siguientes 
relacionas: 

sen (x' + x') = sen x' eos x' + eos x' sen x', 1 

eos (x' + x') — eos x’ eos x' — sen x' sen i", > (4.5) 

sen® x + eos® x = 1. J 

2 °. 

sen 0 = 0 ; eos 0 = 1 , 


91 , 31 

sen — = 1 ; eos - 5 - = 0 . 


'I— 

3 o . Si 0 < x < n/2, entonces 

0 < sen x < x. 


(4.6) 

(4.7) 


e y 


•) Las demás funciones trigonométricas y — tg x, y = ctg x, y = seo x 
=* cosec 1 so definen por medio de las fórmulas mencionadas: 


tg* 


sen z 
cosí ' 


ctg x-- 


secx= 


1 _ 

COSI ’ 


cosec x= 


I 

sen x " 


Notemos que la definición de las funciones sen x y eos 1 empleando razona¬ 
mientos geométricos demostrativos no os irreprochable lógicamente puosto 
que la posibilidad de definir estas funciones para todos los valores reales del 
argumento x se roduce a la posibilidad do establecer la correspondencia biuni- 
voca entre todos los puntos de la circunferencia unitaria y todos los números 
reales del segmento [ 0 , 2 tt]. 
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Las propiedades mencionadas se argumentan haciendo razona¬ 
mientos geométricos. Aquí no daremos las deducciones geométricas 
de las propiedades f y i conocidas del curso de las matemáticas 
elementales. Detengámonos solamente en la deducción geométrica 
de las desigualdades (4.7). Además de (4.7), demostremos la desi¬ 
gualdad x < tg x (cuando 0 <í< ji/2 ). 

Consideremos la circunferencia de radio 1 con centro en el punto 
O y el punto A de esta circunferencia (fig. 4.21). Partiendo del pun¬ 
to A , en sentido contrario al de 
las agujas del reloj, marcaremos 
arcos de la circunferencia. Sea 
M punto de la circunferencia que 
está en el primer cuadrante, 
x, la longitud del arco AM, 

0 < x < n/2 (x es medida en 
radianes del ángulo AOM), N, 
a base de la perpendicular 
.ajada desde M hasta OA, tí, 
el punto de intersección do la Fig. 4.21 

perpendicular OA trazada desde 
el punto A y la prolongación del 

segmento OM. Entonces MN — sen x, ON = eos x, Atí = tg x. 
Ya que el triángulo OMA se comprende en el sector OMA que, o su 
vez, se comprende en el triángulo OBA y las áreas de dichas figuras 
son iguales a y sen a:, y y y tgx. respectivamente, entonces tienen lugar 
las desigualdades sen x < x < tg x, 0 < x < it/2. Para dichos 
valores do x tenemos sen x>0. De este modo, la validez de las desi¬ 
gualdades 0^ sen x < x < tg x (cuando 0 < x < n/2) queda esta¬ 
blecida. 

Las propiedades 1°, Y y 3° pueden servir para la definición de 
las funciones son x y eos x. Se puede demostrar que existe y, además, 
un sola par de funciones definidas para todos los valores reales del argu¬ 
mento — la primera denominada sen x y la segunda eos x— que satis¬ 
facen las exigencias I o , 2", 3*. 

La demostración de esta afirmación se da en el Complemento de 
este capítulo. 

Notemos que de las propiedades 1°, 2’ y 3 o de las funciones sen x 
y eos x se puede deducir todas las propiedades conocidas de las 
matemáticas elementales *). 

Demostremos la continuidad de las funciones trigonométricas en 
todo punto de su campo de definición. Primeramente argumentamos 
la continuidad do la función y = sen x en el punto x = 0. Sea {x„} 
sucesión arbitraria convergente por la derecha al punto x — 0 de 
valores del argumento x. De las desigualdades (4.7) tenemos 0 < 

*) Por ojemplo, las igualdades seo (— x) = — sen x, eos (— x) — eos x. 
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< sen x„ <i„. De aquí, en virtud del teorema 3.14. se desprende 
que la sucesión {sen z„) tiene límite igual a cero. De este modo, 
lím sen x = sen 0 = 0. Puesto que para (—n/2) < x <z 0 
* - 0 + 0 

son válidas las desigualdades x <sen x<zO *), entonces, emploan- 
do los mismos razonamientos, obtenemos lim son x = 

*-o-o 

= sen 0 . Hemos establecido que en el punto x = 0 función y = 
= sen x es continua por la derecha y por la izquierda, o sea, es 
continua en dicho punto. Para demostrar la continuidad de la fun¬ 
ción y = sen x en cualquier punto x de la recta infinita, empleamos 
la fórmula sen x" — sen x' = 2 eos z sen z -~— que puede 
obtenerse de las fórmulas (4.5). Sea {x n } sucesión arbitraria de 
valores del argumento convergente a x. Suponiendo x" = x n y x' = x 
en la última fórmula, obtenemos 

lím (sen x„ —sen x) =2 lím eos sen J - = 0 . 

n - oo n-i» ¿ * 


La validez de esta conclusión se desprende de que la sucesión 
{eos — es acotada *•) y la sucesión {sen ■ I °~* j , infinitesimal. 

en virtud de lo demostrado anteriormente. 

La continuidad de la /unción y = eos z se demuestra, empleando 
los razonamientos análogos y la fórmula 

eos x" — eos x’ = — 2 sen z sen 1 . 


La continuidad de las demás junciones trigonométricas (tg x, ctg x, 
sec x, cosec x) en todo punto de su campo de definición se despren¬ 
de del teorema 4.2. 

El campo de definición de toda función trigonométrica se divide 
en segmentos de monotonía de la función***). La función y = senx 
crece en todo segmento ^2kn —+ ***•) y d ecrec e en 

*) Estas desigualdades se obtienen de las desigualdades (4.7) cambiando x 
por — x y tomando en consideración la fórmula sen (— x) = — sen *. 

••) La tercera fórmula do las (4.5) permite concluir que |cosx|<l 

y | sen z | < 1. De aquí es obvia la acotación de la sucesión {eos —- j . 

•••) La monotonía de las funciones sen x y eos x sobre los segmentos corres¬ 
pondientes se determina fácilmente de las fórmulas 


y 


sen*'—sen*'= 2 eos 



eos x*—eos *' = — 2 sen 


*’ + *• 


*' —z 


***•) Aquí, por k so toma cualquier númoro entero. 
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todo segmento £(2fe+l)ji—, (2fc + l)nH—g-J . La función 
p = cosx crece en todo segmento [(2fc—l)n, 2fci| y decrece en todo 
segmento [2fet, (2fc + l)nJ. La función y — tgx crece en todo 




■ y - eos x 

Fig. 4.22 


Fig. 4.23 


intervalo [kn —+ La función p = ctgx decrece en 

todo intervalo ((k — 1) n, kn). Para las funciones y = sec x e y «= 
= cosec x el lector puede determinar fácilmente sus campos de 
crecimiento y decrecimiento. 


Fig. 4.24 


Fig. 4.25 


En las figs. 4.22—4.27 están representadas las gráficas de las 
funciones trigonométricas. 

7. Funciones trigonométricas inversas. La función y — aresen x 
se define del modo siguiente. Consideremos la función y — sen x en 
el segmento [—n/2, it/2). En el punto anterior hemos señalado que 
en esto segmento la función y — sen x crece, es continua y tiene el 
segmento l— 1, 1) como el conjunto de sus valores. En virtud del 
corolario del lema 1 para la función y = sen x existe función inversa 
y continua sobre el segmento [—1, 1). La denotaremos x — aresen y. 
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conjunto de sus valores. La función mencionada decrece y es conti¬ 
nua sobre el segmento {—1, 1). En la fig. 4.29 está representada la 
gráfica de la función y = árceos X. 




Las funciones y = arctg x e y = arcctg x so definen como las 
inversas do la tangente y la cotangente. Estas funciones están defi¬ 
nidas. soo monótonas y continuas en la recta infinita. En las figs- 4.30 
y 4.31 están representadas las gráficas de estas funciones. 


§ 6. Valores límite de algunas funciones 

1. Notas preliminares. En el capítulo 1 hemos dicho que para 
calcular las derivados de las funciones y = seni e y= log„ x hay 
que demostrar la existencia de los valores límite (o los limites) 
Ax 
M-y 

de la función &z/ ~ , cuando Ax0 y de la función 

X 

, cuando Ax-»-0 y x>0 está fijado. En el párrafo 
presente vamos a resolver esto probloma. Necesitamos demostrar la 
proposición sobre el valor límite de la función comprendida entre 
dos funciones que tienen valor limite común en un punto dado. 
Esta proposición es analogía funcional del teorema 3.14. 

Lema 3. Sea que en cierto 6 -entorno del punto a ( excepto, tal vez, 
el propio punto a) están dadas funciones f (x), g (x) y h (x) con tal que 
en el punto a las funciones f (x) y g ( x) tienen un mismo valor límite 
igual a b. Si en dicho entorno del punto a (excepto, tal vez, el propio 
punto a) se cumplen las desigualdades / (x) ^ fe (x) ^ g (x), entonces 
en el punto a existe el valor límite de la función h (x) y es igual a b. 

demostración. Sea (i n ) sucesión arbitraria de valores del argu¬ 
mento x convergente hacia a cuyos elementos x„ se encuentran en dicho 
fi-entorno del punto a y no son iguales a a; sean {/ (x„)}, {g (i„( 
y {fe (x„)) sucesiones correspondientes de valores de las funciones 
/ (x), g (x) y fe (x). Según la condición 

lím / (x„) = lím g (x„) = b y /(x„)<ft (x„)<g (x„). 
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Pero, entonces, en virtud del teorema 3.14, lím h (x„) = b. 

n — <»3 

Ya que {x„} es sucesión arbitraria de valores del argumento conver¬ 
gente hacia a, entonces la última igualdad significa que 
lím h ( x ) = b. El lema queda demostrado. 

x-a 

2. Valor límite de la fuución en el punto x = 0 (primer 

límite notable). Demostremos el teorema siguiente. 

Teorema 4.4. En el punto x = 0, el valor límite de la junción 
existe y es igual a la unidad: 

l¡ m JSEi. = l. ( 4.8) 

x -0 1 

demostración. Ya hemos notado que para 0<x<n/2 son 
válidas las desigualdades 0 < sen x < x < tg x (véaso el p. (i del 
párrafo anterior). Dividiendo estas igualdades término a término por 
sen x, obtenemos 


1 <■ 


1 

eos X 


cosx<-2E£.<l. 


Las últimas desigualdades son también válidas para los valores 
de x que satisfacen las condiciones-j-<x<0. Para convencerse 

de esto, basto observar que eos x = eos (— x) y . S9 J** = —*) .. 

Ya que cosx es función continua, entonces límcosx = l. De este 

x-0 

modo, en cierto ó-eutorno del punto x = 0 para las funciones 
cosx, 1 y se cumplen todas las condiciones del loma 3 

(para cercioramos de esto, denotemos /(x) = cosx, g(x)=> 1 y 
h (x) = ’ e ° z y tomemos Ó = n/2). Por consiguiente, lím — —- = 

x -*0 x 

= límcosx=l. El teorema queda demostrado. 

*-o 


•) Anteriormente hablamos de la función 


A x 
2 


¿X 

T 


Si 


Ar 


se denota median¬ 


te x, obtenemos la función 88111 . . En este caso la condición 4x-»0 se 
x 

reduce a la condición r -»■ 0. 
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3. Valor límite de la función cuando x -*■ oo 

(segundo límite notable)*). Demostremos el teorema siguiente. 

Teorema 4.5. El valor limite de la / unción /(*) = ( 1+—) 
existe y es igual a e. cuando x-»-oo: 

lím (4.9) 

demostración. Hay que demostrar que cualquiera que sea la 
sucesión infinita {x») do valores del argumento de la función / (x) — 
= ( la sucesión correspondiente {/ (x*} do valores de esta 

función tiene el número e por su límite. Consideremos cuatro grupos 
siguientes de sucesiones infinitas del argumento x: 

J\ Sucesiones infinitas {/t*} cuyos elementos son números posit i¬ 
vos enteros. Por ejemplo, dicho grupo incluyo la sucesión 

2, 2. 1, 1, 3. 3 . 2, 2 . 4 . 4 . n + 1, n + 1, n. n . 

2°. Sucesiones infinitas cuyos elementos a partir de cierto número 
consisten de números reales positivos. 

3 S Sucesiones infinitas cuyos elementos a partir de cierto núme¬ 
ro se componen de números reales negativos. 

V. Sucesiones infinitas que contienen un númoro infinito de 
números reales tanto positivos como negativos **). 

Observemos que ma sucesión infinita completamente arbitraria 
de valores del argumento se refiero a uno de los grupos 1°, 2°. 3 o . 4°. 
Por oso el teorema será demostrado si demostramos cada uno de los 
grupos 1°, 2 i> . 3° y 4 o . (Al mismo tiempo, las sucesiones del grupo I o 
son de carácter auxiliar). Sea {«») alguua sucesión dol primer grupo. 


*1 El problema mencionado anteriormente del valor limite do la función 
+ —, para &r -*0 y un x>0 fijado, se reduce a dicho problema. 
En efecto, si tomamos entonces, cuando A*-"-O, u-*-°o y 

j x/A *= ^t-(—“) U 1 esta función so diferencia de la función 



**) Ya que la fuoción ( 1 + "~) °° está definida sobre ol segmento [—1. 01 
(puesto que para los valores do r de este segmento la expresión (f -f-^-Jora es 

negativa ora no tiene sentido), entonces, es lógico considerar que los elementos 
de las sucesiones 2°, 3° y 4° no pertenecen al segmento [—1. 0|. 
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Demostremos que lím (l-f—— Y‘ k — e. Sea e cualquier número 
* - ' i 

positivo. Ya que lím (1 + —V* = e (véase el p. 4 del § 3 del 

n -* oo ' n • 

cap 3), entonces se puede indicar un número N* tal que, para n> jV*, 
se cumple la desigualdad 

Puesto que la sucesión (n*) es infinita y sus elementos son números 
positivos enteros, para el número positivo N* so puede indicar 
un número N tal quo, para N, se cumple la condición «»> .'V*. 
Pero, como ya hemos dicho, para tales n k enteros se cumple la desi¬ 
gualdad 


Por consiguiente. 




lím (l + —= 
»-« V n» / 


Ahora pasamos a las sucesiones del segundo grupo. Sea {x»} 
cualquier sucesión del segundo grupo y sea N número, partiendo 
del cual todos los elementos de esta sucesión son mayores que la 
unidad. Tomando k > N , denotemos mediante n k la parte entera 
de x k , n h = [xjl. Entonces, 

«»<*»< n* + 1. (4.10) 

Notemos que las sucesiones {«*} y {/i* + 1) son sucesiones del 
primer grupo. De las desigualdades (4.1(1) tenemos 

_!_<_L<_L 




De aquí, empleando otra vez las desigualdades (4.10), obtenemos 

(4.H) 

Los límites de las sucesiones {('+^FtH r {C+in 
son iguales a e. En efecto, la primera sucesión puede representarse 
como el producto de las sucesiones j (l -f y 

{( 1+ "^+r) } cuyos límites son iguales a e y 1, respectiva- 
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mente*). La segunda sucesión es el producto de las sucesiones 
{( 14 "¿)" fc } y {( 1+ ^)} cuyos límiles son, respectivamente, 
iguales a e y 1. En virtud de las desigualdades (4.ti), según el 
teorema 3.14 tenemos 

¡¿“(‘-^re¬ 
consideremos las sucesiones del tercer grupo. Si { 2 *) es una 
sucesión infinita cuyos elementos, partiendo de cierto número, son 
negativos, entonces la sucesión [z»), donde z k = — 1 —x*, es 
infinita y sus elementos, partiendo de cierto número, se componen 
de números reales positivos. Por eso {z h } es sucesión del segundo 
grupo. Como 

(‘+±r-(‘+±r 

l $ “ (‘ ■ + -¿-r +1 -1‘® (‘ + -í Y h ( :1 +- ¿‘) “ ■•• 

se tiene 

, ím ( 1+ A.p=e. 

k—30 ' * ' 


Para terminar la demostración, hace falta considerar las suce¬ 
siones del cuarto grupo. Sea {x*} dicha sucesión. Mediante {x¿} 
denotemos la subsucesión de esta sucesión que se compone de todos 
los elementos no negativos **) de la sucesión {xj,} y mediante {x*}, 
la subsucesión compuesta de todos los elementos negativos de la 
sucesión (x*}***). Ya que, según lo demostrado 

lím (l+-p-)** = e y lfm (l +-p-)**=■«, 

*-00 ' z k 1 h - o > ' ' 

entonces, para cualquior e.> O se puedo indicar un elemento N tal 
que para k^N 

K‘+irH<« y i(‘+ir-H< E 


es decir, para k^N 



<e. 


*) Al mismo tiempo, se loma en consideración que {n*} pertenece al 
primer grupo. 

**) Estos elementos,partiendo de cierto número, son estrictamente positivos. 

***) Marcamos aquí, a diferencia del capítulo 3, las subsucesiones elegidas 
mediante los signos ' y * dejando, al mismo tiempo, para un elemento de la 
subsucesión ol mismo número que él tenía en la sucesión [ih }• 
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Por consiguiente, 


í Í “( 1 + Í) X * = e - 


El teorema queda demostrado. 

observación Del teorema demostrado se desprende que 

lím(l + x)'/* = e . 
i—o 

En efecto, sea {i„) cualquier sucesión, convergente a cero, de valo¬ 
res del argumento de la función (1 + x)'‘ x cuyos elementos x n son 
distintos de cero. Entonces, la sucesión {z„}, donde z„ = l/x„, es 
infinita (véase el teorema 3.6). Como 

( 1+Sl ,)«/.n = (t + J r )*- y 

se tieno 

lím (1 = 

n-»oo 


y, por eso. 


lím (1 +*)*•■* = e. 

¡t-0 


§ 7. Continuidad y valores limite de algunas funciones 
compuestas 

1. Continuidad y valores limite de algunas funciones compuestas. 
Demostremos la continuidad de algunas funciones compuestas. 

I o . Sean x = (t) e y = / ( x) funciones elementales más simples 

(vease el § 5) con tal quo el conjunto de los valores (x) de la fun¬ 
ción x = <p (t) es el campo de definición de la función y = / (x). De 
los resultados del § 5 se desprende que las funciones elementales más 
simples son continuas en todo punto del campo de definición. 
Por eso, en virtud del teorema 4.3, la función compuesta y = / (<p (í)l 
o sea, la superposición de dos funciones elementales, es continua. 
Por ejemplo, la función y = sen ~ es continua en cualquier punto 
x 0. Para convencerse de esto, haste considerar las funciones 
i = (-' e } = sen x. La función compuesta y = sen t~' se diferencia 
de la función y — sen ■— solamente por la denotación del argumento 
y, en virtud de lo dicho anteriormente, es continua en cualquier 
punto I# 0. Realizando los razonamientos análogos, es fácil cer¬ 
ciorarse de que la función y = ln sen x es continua en cualquier punto 
de todo intervalo (2 kn, (2fc -4- 1), n) *). 


•) Donde sen i > 0. 
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2°. EXPRESIONES POTENCIAL-EXPONENCIALES [¡(i)' <*>. 

Es obvio que tiene sentido solamente el caso de u (i) >• 0. Es 
fácil de convencerse de que si u (x) y v (a;) son continuas en el punto 
ayu(i)>0en el entorno del punto a, entonces la función u 
es también continua en el punto a. 

En efecto, = «*<*>(*>. Ya que ln u (x) es función 

continua en el punto a, entonces la función v (x) ln u (x) es también 
continua en el punto a. Pero, entonces la función e »< x > ln <“ <*> es 
continua en el punto a. Notemos que la propiedad de la continuidad 
que hemos demostrado permito comprobar que, para las suposicio¬ 
nes hechas lím u(x)* (1 >= it(a)*<°>. 

* -* a 




3°. Valoren límite de expresiones potencial-exponenciales. 

Examinemos el problema do los valores límite de las expresiones potencial- 
exponenciales u (x)»<*> cuando z ->■ a. Además, suponemos que u (x) > 0 en 
entomo del punto «. 

De la relación u (*■)»<*) = e'i* 1 ln “<*> so deduce, ouel cuando x -► a.ol 
valor límite de la expresión u (x)v< x > depende del valor límite de la expresión 
a (x) ln u (x). 

I. Sea lim a (x) ln u (x) = ó. 

Vamos a convencemos de que en esto caso lím u (x)"(*> = e 4 . 

x-*o 

En efecto, la función 

t>(x) lnu(x), si i o, 
si x~a 

es continua en el punto x «= a. Por eso, la función compuesta e u ’(*> es también 
continua en este punto. Por consiguiente, lím c”* 1 ' ** = r 4 . Ya que 

x-a 

lím r“(*> =- lim ,•<*> !““(*>, entonces lim u (x)<**) existe y os igual a e 4 . 

x-.n x—a x—a 

Empleando los datos referentes o los valores límite de c» cuando u> -*■ — °o 
y w — 4- oo. es fácil de cerciorarse de quo 

II. Si lím a (x) ln u (x) = — o», entonces lím u (x)”t x > = 0. 

III. S* lím e(j)ln u(i) = + oo, entonces lim u WW = + ». 

x—a x—a 

La relación establecida entre los valores límite de las expresiones u (zW*> 
y a (i) ln u (x) permite, en algunos casos, hallar fácilmonto el valor limite de la 
función u (x) p t*) si so conocen los valores limito de las funciones u (x) y a (x). 
Consideremos, por ejemplo, los casos siguientes: 

1) Existen lim u (x) > 0 y lím a (x). 

x—a x—a 

2) lím u (ar) = b. b > 1, lím v (z) = *+■ oo. 

3) lím u (*) = 6 > 1, lím v (x) = — oo 

x-a x—a limulx) 

Cerciorémonos de que en ol caso 1) lím u (x)®< x > =* I lím u (x)]x-*a 

x—a x—a . 

En efecto, ya que lím u (x) > 0 t entonces, conforme a la continuidad de la 
función logarítmica, lím ln (u (x) existe y es igual a ln l lím u (x)J. 

x-a x—a 

Por oso existo lím u(x)lnu(x)=límu(x)ln(lím u(x)|. 

x-*a x—a x—a 
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Según I, do aquí se desprende que 

lim d(i) In u(x) lira t<x)ln(llni vix)J Vira t<x) 

lím u =* x ’“ x - a =[lím u(*)l x — . 

x—a x-a 

En el caso 2) lim v (i) In o (c) = -f- rxt, y, por eso, según III, 

x—a 

lim u (i)° <x) = + oo. 

x-a 

Eu el caso 3) lira u(x) In u(x) = — oo, y, (por eso, según II, 

x—a 

lim u(*)®< x > = 0. 

x-a 

Para concluir, mencionemos tros casos cuando se necesita el estudio para 
hallar el valor límite de u(x)* x K 

1. Indeterminación de forma 1°°: 

lira u(x) = t, lim y (x) — <*> 
x—u x—a 

2. Indeterminación de forma 0*: 

lim u(x> —0, lim y (x) =» U 

x—a x-a 

3. / ndeler mi nación de forma oo°. 

lim u (x)-h oo. lim y(x)—0. 

x—a x—a 

Para el primero de estos caso s aducimos la fórmula, cómoda para las apli¬ 
caciones prácticas. 

Transformemos la expresión u del modo siguiente: 

.«■"-{n+frw-i 

Luego, tomemos 

i 

i'<*) = M +<•*(•*)—l )) u,3e> “ 1 y V» = [u(*)-t] .»<*>, 

asi que 

u(*)°< x ' = t/(x) vix >. 


Puesto que lim U(x) = t (vóase la observación ilel toorema 4.5) y r>l, 
x-a 

entonces el valor lim u(x) r(x >=l¡m U(z) VíI> depende del valor límite do la 

x—a x—a 

función V (i) en el punto a, es decir, de lim |u (z) — 11 1 >(z). A saber, si 

x—a 

lím n (x) — 1) v (i)—lira V[x) = e, entonces lim « (*) tl<x> =lím t/(i) V|x| =<■ 

x **° *—a x—a x—a 

(véase el caso 1 )); ai lím[u(x) — 1 ] v (r) = -f- oo, entonces lím u =» -f-oo 
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(el caso 2)); si lím [u(i)—lle(i)= —oo, entonces lím u(z) c(;cl =0 (véase 
x—o x— a 

el caso 3)). De este modo, obtenemos la siguiente fórmula: 

lira (u(x)-t]o<z) 
lím u (x) t * 1 ) = e*“ 0 

x—a 

Las indeterminacionesde tipo 2 y 3 se reducen a la indeterminación de tipo 1 
de la manera siguiente. 

Hagamos 

V ( i) « «”(*>, V (x ) = ln u (x). 

Es evidente que lim l/(x) = 1 y lím V(x) = ± oo. Además, 

x-»a x—a 

u (x)°<*>=. (e v <*> l ,n «*> = el" t -'(*) v ‘ x > = y (l) V(x) 

I 

EJEMPLO. Hallemos lira fcosxj**"* *. Yaque lira cosr=l y lím —77- = 
x—0 x—Q x-D 36,1 * 

= 00 , entouces tenemos la indeterminación de forma 1”. 

Hmtu(x)-ll«x) 

Empleemos la fórmula lím u (x)*' It, = < I “ ü obtenida antorior- 

x—o 

mente. Tenemos 
lím (u (x)— 1) o (x) = 

x-0 

“ ““o ,C03T - 11 ■=»£; [ - 2 sen * x]* 


4 sen» -j- eos* -y 


—- 7T lím 


2 *-<>coa» — 


1 

2 - 


Por eso, 


, .sen 1 x “5 1 

lim |C0S X] =« 

x -0 Ve 


4 o . valores limite de aloünas funciones compuestas. Demos¬ 
tremos la validez de las igualdades siguientes: 


lím Vl+*-i _± lim j£ü±£> =1 , 

x-0 * n x-0 * 

lim-£=i-l. lim '-.y* —i. 

X-0 X X-0 X 2 

1) Consideremos el primero de estos límites. Tenemos 
VT+z-i o+*)*/"—i 

z X ~ 

[(t + x)~-Ki + x)~+...-Hi+x)"+t] 


(4-12) 


:[(! + *) " 


zr 

-H1 + X) n + •.. + (!+ *) 


u 


0-607 
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[«+*¿r 

~T 1EJ 53 I í 

*1(1 + *) " +d + *) " +...+(l+*) n +lJ 


(1 + *) « + <l + x> n + ... + (l+*)"+l 

Puesto que, para x —>-0, el denominador de la última expresión 
tiene límite igual a n (la función (l+x)’ ,/n es continu a en el punto 

x = 0 y por eso lím ( 1 +x)*'"= 1 ), entonces lím * . 

x-*0 x—0 * 

2) Pasamos a la demostración de la segunda igualdad (4.12). 
Tenemos ** a ln (1 +x)^ x . Continuemos definiendo la función 
/(i) = (l+i)'/', poniendo /(0) = lím/(x) = lím(1 +x)V* = «. Como 

x- 0 x -*0 

resultado, obtenemos la función / (x) continua en el punto x = 0. 
Entonces, la función ln/(x) será también continua en el punto 
nulo y por eso límln(f+x) , /*=>ln/(0) = ln«=l. Así pues, 

lim l° . ( A+*> =i . 

x-* 0 * 

3) Demostremos la validez de la tercera igualdad (4.12). llagamos 
x = ln(l+u) y obsorvemos que para x-*-0 la variable u tiende 


a cero. Tenemos 


ln (1 + u) 
«*-1 


. Da aqui se desprende que 


1o(1 + “) 


4) Demostremos la validez de la última igualdad (4.12). Tenemos 


, , 2 sen* -s- 

i — eos x 2 


■4 

—*-. Como lím —— 7 - 5 - 


- (?r 


• 1 (véase (4.8)), 


se tiene lim- i~— — t • 

x-o 1 £ 

Empleando las relaciones (4.8), (4.12), la igualdad (4.1) y el 1 
simbplo o (x) (véase el p. 3 del § 2), es fácil convencerse de la validez 
de las fórmulas siguientes: 

sen x = x +0 (x), 

/T+í=l+{ + o(z), 

ln (1 +x) = x +0 (x), (4.13) 

e* = l-t-x + o(x), 
cosx = l—¿ + o(x*). 
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Demostremos, por ejemplo, la validez de la primera fórmula. 
Ya que lím — = í, entonces, en virtud de (4.1), = 

x - 0 z x 

= 1 a (z), donde ce (z ) es función infinitesimal en el punto x = 0. 
De la última fórmula se desprende que sen x = x + x a (z). Como 
x a (x) = o ( x ), se tiene sen x = x + o (z). 

2. Concepto de función elemental. Clase de funciones elementales. 
En las matemáticas aplicadas desempeña importante papel la clase 
de funciones que se obtienen haciendo un número finito de opera¬ 
ciones aritméticas sobre funciones elementales más simples, asi como 
efectuando superposiciones de estas funciones. Por ejemplo; las 
funciones x* + 3 eos 2x, ln | sen 3x | — e" ct * V* pertenecen a dicha 
clase. Esta clase de funciones se llama clase de funciones elementales 
y toda función de ésta, elemental. 

Notemos la siguiente propiedad de las funciones elementales: 
son continuas en todo punto del campo de definición *). 

Esta propiedad se desprende directamente de los teoremas 4.2 
y 4.3 y la continuidad de las funciones elementales más simples en 
todo punto del campo do definición. 


§ 8. Clasificación de los punios de discontinuidad de 
1a función 


f. Puntos de discontinuidad de la función y su clasificación. 
En el p. 1 del. § 3 hemos definido los puntos de discontinuidad de la 
función como puntos en los cuales la /unción no posee la propiedad 
de continuidad. Denominaremos también puntos de discontinuidad 
de la función los puntos en los cuales la función no es definida, pero 
en cuyo e-enlorno cualquiera existen puntos del campo de definición 
de la función. 

Consideremos los tipos posibles de los puntos de discontinuidad 
de la función. 

1°. Discontinuidad evitable. El punto a se denomina punto de 
discontinuidad evitable de una función y = / (x) si el valor límite de 
la ¡unción en este punto existe, pero, en el punto a, la función f (z) 
ora no es definida ora su valor particular f (a) en el punto a no es igual 
al valor límite. 

Por ejemplo, la función 



si X=fx 0, 

si z = 0 


*) Si, además, el campo de definición de la función se compone de algunos 
puntos aislados, es lógico considerar que, por definición, la función es continua 
en cada uno de estos puntos. 


s* 
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tiene, en el punto cero, discontinuidad evitable, puesto que su valor 
limite en el punto z — 0 es igual a 1 y el particular, a 2. Si, en el 
punto a, la función f (x) tiene discontinuidad del tipo mencionado, es 
posible evitarla sin cambiar, al mismo tiempo, los valores de la 
función en los puntos distintos de a. Para hacerlo, es suficiente 
definir el valor de la función en el punto a igual a su valor limite en 
este punto. Así pues, si en el ejemplo considerado tomamos / (0) = 1 
entonces, lim / (x) = / (0) y la función será continua en e 1 
* — o 

punto i = 0. 

observación En la práctica, los puntos de discontinuidad evita¬ 
ble se encuentran en distribuciones concentradas de magnitudes 
físicas. 

2 o . Discontinuidad de primer género. El punto a se denomina 
punto de discontinuidad de primer género si en este punto la función 
f {x) tiene valores límite derecho e izquierdo finitos pero no iguales 
uno a otro: 

lim /(i)-# lim / (x) (o / (a + 0) f (a — 0)) 

I - a + 0 x - a - 0 

1. Para la función / (x) = sgn x el punto x = 0 es punto de dis¬ 
continuidad de primer género (véase la fig. 4.4). En efecto, ya que 

í 1, si x>0, 
sgn x = < 0, si x = O, 

l —i, si x<0, 

se tiene 

lim sgn x= 1. lim sgn x= — 1. 
i-0+0 x— 0-0 

2. La función f (x) = t _^* 2l/x ■ definida en todos los puntos 

excepto el punto x = 0, tiene, en el punto x = 0, la discontinuidad de 
primer género (fig. 4.32). En efecto si {x n } es sucesión conver¬ 
gente a cero, cuyos olementos son positivos, entonces J es 
sucesión infinita con elementos positivos y, por eso, {1 +2 W *"¡ es 

también sucesión infinita. Pero, entonces la sucesión (- \ ) 

l 1+2 1 ' » ’ 

es infinitesimal y por eso lim / (x) = 0. Si (x„) es sucesión 

x-0+0 

convergente a cero cuyos elementos son negativos, enton¬ 
ces j-j— | es sucesión infinita de términos negativos y por eso 
lim 2 1/I " = 0. Por consiguiente, lira /(x) = l. 

"■*“ X-.0-0 
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3 o . Discontinuidad de segundo género. El punto a se denomina 
punto de discontinuidad de segundo género si en este punto la función 
f ( x) no tiene al menos uno de los valores límite unilaterales o si al 
menos uno de los valores límite unilaterales es infinito. 

Por ejemplo, consideremos la función / ( x) = sen (fig. 4.33)*. 
En el punto x = 0 esta función no tiene valor limite derecho ni 



izquierdo. En efecto, consideremos las siguientes sucesiones de valo¬ 
res del argumento convergentes a cero por la derecha: 

JL _L_ _JL 2 

ji ’ 5n ’ 9n ’ " " "' (4n— 3) it ' 


y 

1 I 1 1 

n ’ 2n ’ 3n ’ nn ' 

Las sucesiones correspondientes do valores de la función i/ = sen ■— 
tienen la forma siguiente: 

1 , 1.1 . 1 , 1 . . 

0 , 0 , 0 , . . ., 0 , . . . 


La primera do estas sucesiones tiene límite igual a la unidad 
y la segunda, igual a cero. Por consiguiente, en el punto x = 0. la 

función / ( x) = sen i no tiene valor limite derecho. Ya que sen ~ = 
= — sen , entonces esta función tampoco tiene valor limite iz¬ 
quierdo en este punto. 

La función y = ctg x es otro ejemplo de la función que tiene pun¬ 
tos de discontinuidad de segundo género (véase la fig. 4.25). Esta 


) La fig. 4.33 es de carácter puramente ilustrativo. 
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función tiene discontinuidad de segundo género en cada uno de los 
puntos nn, n =» 0, ±1, ±2, . . . 

2. Funciones continuas a trozos. Una función y = / (z) se deno¬ 
mina continua a trozos en el segmento la. 61 si es continua en todos 
los puntos interiores de [a, 6], excepto, tal vez, un número finito de 
puntos en los que tiene discontinuidad de primer género y, además, 
tiene valores límite unilaterales en los puntos a y 6. La función 
se denomina continua a trozos en un intervalo o en la recta infinita 
si es continua a trozos en cualquier segmento que les pertenece. Por 
ejemplo, la función / (z) = lz]*) es continua a trozos tanto en 
cualquier segmento como en la recta infinita. 

Complemento 

Demostración de la afirmación del p. 6 del § 5 

En ol presente complemento se da la demostración de la afirmación del p. 
0 del § 5, Para mayor comodidad, enunciemos aquí esta afirmación en la forma 
siguiente. 

Existe y, además, es itntco un par de lime Iones S (x) y C (x) definidas sobre toda 
la recia infinita y que satisfacen las tres exigencias siguientes'. 

1°. Para cualesquiera nilmeros reales x', x" y i se cumplen las relaciones 

S (x- + *') ~ S (x-) C <x)* + C (*) S (O. 

C <*' + x’) = C (*•) C (x'> - S (x'> S <x‘), 

$»(*>+ C*(x) - 1. 

2 °. 

S(0) = 0, C (ü)«= 1, -i 

5 ("r)-** 

3° Para 0 < z < son válidas las desigualdades 
0 < S (z) < *. 

Dividimos la demostración de esta afirmación en dos partes, a saber, en 
primer lugar, demostremos la unicidad y después, 1a existencia de las Junciones 
S (x) y C (x) que satisfacen las exigencias I o , 2“ y 3°. 

1 . Demostración de la unicidad. Para demostrar la unicidad es suficiente 
cerciorarse de la validez de las dos afirmaciones siguientes: 

1) Las funciones S (x) y C (x) que poseen las propiedades enumeradas son con¬ 
tinuas sobre toda la recta numérica. 

2) Los valores de ¡as funciones S (x) y C (x) se determinan de un sola modo sobre 
cierto con/unto siempre denso de puntos de la recta Infinita •**). 

En efecto, en virtud de la continuidad de las funciones 5 (x) y C (x), sus 
valores particulares en todo punto x de la recta infinita son iguales a sus valoros 

*) Recordemos que el símbolo |xl significa taparte entera del número x. 

**) Las fórmulas (4.5')— (4.7') so obtienen do las fórmulas (4.5) —(4.7) del 
p. 6 del | 5 cambiando las denotaciones de las funciones son x y eos x por S (x) 
y C (x), respectivamente. 

»•*) Un conjunto (x) de puntos de la recta infinita se denomina siempre den¬ 
so en la recta infinita si en cualquier e-entomo de cada punto de esta recta existe 
un número infinito de puntos del conjunto (x). 


(4.5')**) 

(40') 

(4.7') 
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límite en este punto. Si consideramos una sucesión de valores del argumento con¬ 
vergente a x cuyos elementos pertenecen a dicho conjunto siempre denso de pun¬ 
tos, entonces las sucesiones correspondientes de valores de las funciones S (x) 
y C (x), conforme a la afirmación 2 ) enunciada anteriormente, se determinan de 
un solo modo, por lo que los límites de estas sucesiones también se determinan de 
un solo modo. Pero estos límites son exactamente los valores particulares de las 
funciones S (x) y C (z) en el punto x. Por consiguiente, las funciones S (x) y 
C (x) se determinan de un solo modo sobre toda la recta infinita. 

1) Antes de pasar a la demostración de la continuidad de las funciones S (x) 
y C (x) deducimos algunas fórmulas. 

Poniendo x' = x, x" = — x en las dos primeras relaciones de (4.5') y te¬ 
niendo en cuenta que S (0) = 0, C (0) = 1. obtenemos 

0 = S(x)-C(-x)+C(x).S(-x), 1 

f = C(x).é7(-x)-S(x).5(-x). / 1 ' 

Multipliquemos las relaciones (4.14) por S(j)vC (x), respectivamente, y suma¬ 
mos las relaciones obtenidas. Tomado en consideración que S* (x) + C* (x) = 1, 
obtenemos C (—x) — C (x). 

De manera completamente análoga, multiplicando las relaciones (4.14) 
por C (i) y — S (x), respectivamente, y sumándolas, obtenemos S ( — x) = 
»■ — S (x). De esto modo, C (x) es función par y S (x). Impar •). 

Pero entonces, empleando la primora fórmula de (4.5'), obtenemos 

+ cms (-£l) 

y, análogamente, 

♦k^kk^Hkkk 

fu¬ 
nestando término a término las dos últimas fórmulas, obtenemos 

5(x')-5(x') = 2c(-il±il) 5 (4.15) 


Demostremos abora la continuidad de las funciones C (x) y S (x) en cualquier 
punto X do la recta infinita. Observemos que la continuidad de la función S (x) 
por la derecha en el punto x — 0 so despronde directamente de la relación (4.7') 
y de la igualdad S (0) = 0. En efecto, si (x„) es sucesión arbitraria de valores 
del argumento convergente a cero por la derecha, entonces de la relación 0 < 
< S (x„) < x„ deducimos quo la sucesión correspondiente de valores de la fun¬ 
ción [S (x„)) también converge a cero, es decir, al valor particular S (0). 

Del carácter Impar de la función S (x) se desprende la continuidad de esta 
función por la liqulerda rn el punto x = 0. De este modo, la función S (x) es 
continua en el punto x =* 0. 


•) La función / (x) definida sobre la recta infinita se denomina Impar si 
I (—x) = — / (x) y par, si / (—x) = / (x). 
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La continuidad de S (z) en cualquier punto r se desprende de la relación 

(4.15) . En efecto, sea z cualquier punto de la recta infinita, y {x n } sueetión arbi¬ 
trarla de valoree del argumento convergente a x. Haciendo *' = *,*" = *„ en 

(4.15) , tendremos 

S(z n )_.S(z) = 2C ( -- ‘y -* ) 5 (— ;p -) • <416) 

Ed virtud do que S (z) es continua en el cero y S (0) = 0, obtenemos que 

lím S ( *" -¿ * ) — Puesto que la sucesión |c (~^ 2 ")} es acotada*), 

el miembro derecho (y, por lo tanto, el izquierdo) de (4.16) tiene por su 
límite el cero. Peni esto significa que lím S (z n ) = S (r), o sea, la función 

S (z) es continua en el punto z. 

De manera análoga se demuestra la continuidad de la función C (z). Para 
hacerlo, en vez de (4.15) hay que deducir la fórmula 

C(z')-C(*')--2-S ( X 't ' g ) 5 (" !■* ) ' 

2) Demostremos que los valores de las funciones S(x) y C (z) se determi¬ 
nando un solo modo en los puntos p-^ñ . donde p es número entero positivo 

o negativo y n es número entero positivo. Notemos que estos puntos forman un 
conjunto siempre donso do puntos de la recta numérica. Demostremos algunas pro¬ 
piedades do las funciones S (z) y C (z). En primer lugar, demostremos que estas 
funciones son periódicas y llenen el período 2 n»*). En efecto, poniendo z‘=*z + 
-(- 2a y i' “ i en (4.15), obtonomos 

S(i+2n)-S(z) = 2C(x+n)5 (ji). 

Ya que 5(n) = 5 (Íf+'T') ” 25 ("?") C ('r) dc ** ulllma relnción 
se desprende que 

S (x + 2n) = S (z), 

o sea, la función S (z) es periódica y tione el período 2n. En particular, dc aquí 
se desprende que S (2n) =• 0. 

Poniendo z' = z y z' 2 n en la segunda fórmula de (4.5'), y teniendo en 
cuenta que S ( 2 n) «■ 0 , hallamos 

C (z + 2n) = C (z) C (2;t). 

Como C (2n) =r 1 (es fácil convencerse de esto aplicando las fórmulas (4.5') 
primero para z' = n /2 y z' — n/ 2 , y, después, para z' = n y z' = Ji), se tione 
C (z + 2n) — C (z). * 

De esto modo, la periodicidad de C(z) queda también establecida. 

La propiedad do periodicidad de las funciones S (z) y C (z) permite limitar¬ 
nos, en nuestros razonamientos, al segmento (0, 2n]. Determinemos ahora qué 


*) De la relación S 1 (z) + C (z) = 1 su desprende que | C (z) | < 1 para 

todos los z, dc donde se deduce la acotación de la sucesión | C J . 

•*) La función./ (z) se denomina periódica de periodo a 5» 0 si para cualquier 
x es valida la relación f (x + a) = f (z). 
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signos tienen los valores de las funciones S (x) y C (x) en distintos puntos de 
este segmento. De (4.6'), (4.7') y la continuidad de 5 (x) so desprende que en el 
segmento 10, n/2) los valores de la función S (z) son no negativos con tal que en 
esto segmento la función S (z) se anula solamente en el punto x = 0. Como 
S <n — X) = S <n> C (-x) - C (n) S (x) •> y S <n ) = 0, C (n> = -1 se 
tiene S (n — z) = S (x). Por eso. en el segmento ln/2, n| los valores de la 
función S (x) son no negativos con tal que en este segmento la función S (x) 
se anula solamente en el punto z — n. De la fórmula 5 (2n—x) = — S (x),que 
se obtiene análogamente a la fórmula S jn — x)= S (z), se desprende que en el 
segmento [n. 2n| los valores de la función S (z) son no positivos con tal que la 
Función 5 (x) se anula solamente en los extremos de este segmonto. Realizando 
razonamientos completamente análogos podemos convencernos do que la fun¬ 
ción C (z) es no negativa en los segmentos |0, n/21 y |3n/2, 2n] y no positiva en 
el segmento [n/2, 3n/2), y se anula solamente en los puntos n/2 y 3n/2. 

Para terminar de demostrar la unicidad do las funciones S (r) y C (z) nece¬ 
sitaremos algunas fórmulas. Pasamos a su deducción. En primer lugar, note¬ 
mos que rio (4.5') se desprenden las fórmulas siguientes * *•) •): 

s»(-f-)=-!=£ífL. c* (-£-)=±±fiíL. (4..7). 

Poniendo en estas fórmulas x -* x' -+- z' y aplicando otra voz las fór¬ 
mulas (4.5'), obtenemos las relaciones que nos interesan 

I — C (t‘) C (x*)-t- S (x')S (x'l 

S —) - 2 - ’ 

z'-j-z' j_ 1+C(z')C(z-)-5(x')i (z'-) 

Estas fórmulas muestran que si son conocidos los valores de las funciones 
S (z) y C (x) en los puntos x' y x'. entonces los valores de estas funciones 

en el punto * ~tj" J .. se determinan de un solo modo puesto que de los razona¬ 
mientos oducidosanteriormento so desprende que sabemos los signos de las fun¬ 
ciones S (z) y C (i) en todo punto del segmento |0, 2ji) y. por consiguiente, en 
cualquier punto x de la recta numérica en virtud de su periodicidad de 2n. Par¬ 
tiendo de los valoresdo S (z) y C (z) conocidos y determinados de un solo modo 
en los puntos 0, n/2, ti, 2n del segmento 10, 2n| y aplicando las fórmulas que aca¬ 
bamos de obtener, podemos calcular de un solo modo los valores do estas funcio¬ 
nes en todos los puntos de tipo pn/2n del segmento |0, 2n] (p y n son números 
enteros no negativos con tal que p < 2"* l j. Puesto que el conjunto do puntos do 
tipo pul2 " es denso on el segmento [0, 2n|, entonces, en virtud do lo que hemos 
dicho al empezar la demostración de la unicidad, las funciones 5 (z) y C (x) 
están definidas sobre toda la recta numérica do un solo modo. 

2. Demostración de la existencia. Demostremos la afirmación más general. 

Existen las fundones S (x) y C (x) definidas y continuas sobre toda la recta 
numérica que satisfacen las exigencias: 


•) Esta fórmula se desprende de la primora fórmula de (4.5') y del carác¬ 
ter impar de la función ¿¡ (x). 

*•) Baste tomar x' = x" = x/2 en la segunda fórmula de (4.5') y si 2 en 
vez de x en la tercera. 
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I o . 

2 o . 


Para cualesquiera números reales x', x’ y z se cumplen las relaciones 
S(z- +x-) = S (x') C (x*) + C <x') S (x-), y 
C (x- + O = C (i') C(x') - S (x ) ■S(x'), l ( 4. 5 1) 

S*(*) + C*(x>= I. J 


S (0) = 0, C(0) = 1, 1 
■S id) = i, C(d) ■= 0, / 
donde d es cierto número positivo dado. 

3°. Existe un número posttlvo L tal que, para 0 < x < d 
stgualdades 


<4.6i) 

son válidas las de~ 


0 < 5 (x) < Lx ( 4 . 7 i) 

con tal que si d « n/2, entonces L e= 1. 

DEMOSTRAdON. Primero. determinemos los valores de las funciones S (x) y 
C (x) sobre el conjunto («} de puntos del segmento (0. d\, coda uno de los cuales 
puedo representarse en forma doi = , donde p y n son números enteros no ne¬ 

gativos con tal que p < 2". Determinemos de antemano los valores de estas fun¬ 
ciones en los puntos s n - n = 0. I, ... Ya que ^L, entonces, em¬ 

pleando las fórmulas (4.17), se puede poner 


«<■.«.)-« (-£)= +V ■~V‘ n) • 

_ (4.18) 

C(. n .,)-C (ÍL) = + |/'i±- 6 >"> . 


empleando las fórmulas recurrentes (4 18). de la relación C(d)*»C (-¡j?) = 

“ C { 'jUñ 9 S® determinan los valores de 5 (x) y C(x) en todos los puntos 
»„ =d/2". Adicionalmente a dichos valores de S (x) y C (x) en los puntos s„ 
determinemos los valores de estas funciones en los puntos 0 y d do fa misma 
manera como se hace en (4.0‘). 

Ahora pasamos a determinar los valores de S (x) y C (x) en todos los 
puntos del conjunto («), s = p y n son números enteros no negativos. 


P < 2 n .Sc sabe que cualquier número positivo ontero puode representarse de un 
solo modo en forma do la suma de potencias enteras del número 2*): 



a,2»-< 


donde es igual ora a cero ora a lo unidad. Por eso, 


•-£-2 -* f -¿.... 

i-l i-l 


*) En el sistema de numeración binario el número entero p se representa de 
un solo modo como símbolo compuesto de ceros y unidades. Este símbolo es de¬ 
notación breve del número p en forma de la suma de potencias del número 2. 
• •) Véase la nota en la pág. 50. 
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De este modo, todo valor de s es representable en forma de la suma finita de los 
números «¡, para cada uno do los cuales los valores S (í ( > y C (*¡) fueron determi¬ 
nados anteriormente. Ahora, empleando las fórmulas (4.5 1 ), podemos determi¬ 
nar los valores de S (ir) y C (- r ) en los puntos del conjunto (a). Además, debemos 
cerciorarnos de que, aplicando sucesivamente esas formulas, llegamos al mismo 
resultado independientemente del modo do agrupar los sumandos i¡ en la fór¬ 
mula (4.19). 

n 

Por ejemplo, podemos tomar »=*'-(-*', dondo x' — a¡s¡ y z" — 2 a¡s¡, 

1=2 

y despuós calcular S (a) por la primera fórmula do (4 5 1 ). Pero se puede tomar 

n 

también z' — a¡t,-)-a,s t y i*=V ají,. Para cerciorarse de que la aplicación 

í-3 

sucesiva de las fórmulas (4.5 1 ) produce un mismo resultado independientemente 
del modo de agrupar los sumandos r, en la suma (4.19), es suficiente que tengan 
lugar las relaciones 

S 1 <*' + z') + x'| - S 1 x' + (x* + x*)l 


y 


C l(x' + *') + z-\ = C lx- + (x' + x-)l. 


Da validez de estas relaciones se demuestra directamente por modio de la 
doble aplicación de las fórmulas (4.5 1 ). 

Ahora cerciorémonos de aue les funciones S (s) y C (*) definidas sobre ol 
conjunto {i} poseen la propiedad 1° en este conjunto. Sea que i'. «’ y a' 4- « 
portonocen a dicho conjunto. Representemos a', s" y »' + a' en forma do las su¬ 
mas (4.19). Agrupando los números s„ (que integran í' y i')do n iguales hasta 
que los t„ restantes tengan índices diferentes, llegamos al grupo de los sumandos 
s n que tiene la forma de (4.19) para el número i' ■+■ r" Anteriormente hornos de¬ 
mostrado que el resultado del cálculo de S(i)oC (i) de la sumo de varios argu¬ 
mentos no depende del modo do agrupar sumandos de esta suma. Por consiguien¬ 
te, si a’, a' y a' 4- a" pertenecon al conjunto (i), ontonces los valores do S (a) y 
C (s) calculados en estos puntos satisfacen las dos primaras relaciones (4.5‘). 
No es difícil convencerse de la validez de la terrera relación de (4.5 1 ) para los va¬ 
lores mencionados del argumento. En efecto, de la definición de S (x) y C (x) 
en los puntos 0 y i se desprendo que S* (0) 4- C’ (0) = 1 y 5* (rf) + C- Id) = 1. 
De las fórmulas recurrentes (4.18) se desprende la validez de la relación S 3 («„) 4- 
4- C* (i„) = f para todos los i„ y de la fórmula quo se demuestra directamente 


S» (*' x*) 4- C 1 (x' + r’) = 


= ( S• (x') + C 3 (X 1 )) IS* (x') 4 C* (x')) 


se desprende la validez de la relacioo 5* (í) 4- C* (t) = 1 para todos los puntos 
del conjunto (a). 

Mostremos aflora que para todos los puntos del conjunto (s) diferentes de 0 
y d son válidas las desigualdades 

0 < S (a) < 1, 0 < C (í) < 1*). (4.20) 

Valiéndose de la inducción demostremos la validez de las desigualdades 
(4.20). Para hacerlo, a todo n le ponemos en correspondencia un grupo de ele¬ 
mentos dol conjunto (a), incluyendo en este grupo lodos los elementos de (s) 

que pueden representarse en lo forma . donde 0 < p < 2" y p es nú- 


*) Recordemos que en los puntos 0 y d los valores de S (s) y C (s) se definen 
por las fórmulas (4.64. 
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mero impar. Los elementos de este j^rupo so denominarán elementos de orden n. 
Todo elemento de orden n + 1 esta situado entre dos elementos consecuentes 

cuyo orden no es mayor de n y que se diferencian uno de otro en , o sea, en s n . 

El primer elemento de orden n + 1 es igual a Todos los demás elementos 
de ordon n + 1 pueden obtenerse al sumar diferentes s do orden n a s n+1 . Cal¬ 
culemos los valores S <s¡) y C (»,) (s, es el único valor de s de orden 1). De (4.18) 
tenemos S (»,) = Vl/2 y C (*,) — y 1/2. De este modo, para los elomcntos del 
primer grupo los desigualdades (4.20) tienen lugar. Ahora admitamos que las 
desigualdades (4.20) tienen lugar para todos los elementos de ordon no supo- 
rior a n. 

Entonces, en virtud do la primera fórmula de (4.5'), en todos los puntos de 
orden n + 1 los valores do .9 (i) son positivos, y, en virtud de la torcera fórmu¬ 
la do (4.5 1 ), estos valores no son mayores de la unidad. Tomando z" = d, z' = 
= — s en la primera fórmula de (4.5‘), y teniendo en cuenta el carácter par de 
la función C (s), hallamos quo C (r) = S (d — s), y, por eso, para C (*) sou vá¬ 
lidas las desigualdades (4.20) para los valores s de orden n + 1. puesto quo si s 
tiene orden n + 1_, entonces d — s tiene también orden n + 1. Empleando la 
inducción, do aquí se desprende que para todos los puntos del conjunto ¡s) di¬ 
ferentes do 0 y d son válidas las desigualdades (4.20). 

Demostremos que las /unciones S (>) q C (s) ie/tnidat sobre el conjunto {*} 
son monótonas sobre este conjunto. A saber, mostremos quo S (*) es función 

creciento y C (j), decreciente. Sea 0 Entonces 1 y - ,, — 

se comprenden estrictamente entre 0 y d De la fórmula (4.15) y do las desigual¬ 
dades (4.20) se desprende que S (»') > S (s'). Por consiguiente, S (*) es función 
creciento. De la relación C («) = S (d — s) se deduce que C («) es función decre¬ 
ciente sobre el conjunto (>). 

Demostremos ahora que las /unciones S (*) u C (s) de/inidas sobre el conjunto 
siempre denso (.»} de puntos del segmento [0, dj tienen valor limite en todo punto 
del segmento [0, d]. 

En primer lugar, consideremos la sucesión (»„} y mostremos que 
lim S (s n ) — 0 y lím C (>„)=• t (la existencia de estos limites se desprendo 

n-*«> n—oo 


lím S (Sn) — Q y lím C (>„)=• t (la existencia de estos limites se desprendo 

n-*ito n-ew 

de la monotonía y la acotación de S (s) y C (r) sobre el conjunto (»)). Para 

demostrar consideremos la sucesión ( , donde ¡ (s„) •= f. . De 

i/ so\ ^ ) C ($ n ) 


(4.18) leñemos 


2s («„.,) c (.„.,)=yi-c* m = s ( Sn ) 


Por eso. 


C (*») — (*n*i) — S* («n.jl < C 1 (’n.i)' 


— $ (Sn) _ 2S (»n*l) o (*n-»i) t C' (»n»i) 


*n *nC ( s n) 2í n *,C (í n ) s n41 C (s„) *n*i 

Asi pues, y >0 para cualquier n, o sea, la sucesión 

»n *n+i *n 

es decreciente y acotada. Según el teorema 3.15, tiene límite que se 
denotará mediante l: 


L. 


(421) 
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_ Complemento 

Ya que s„ -* 0 cuando n — co, entonces lím l(s„) = 0, y, por eso, en virtud 

T*“»O0 

dol carácter acotado de la función C (*) véase (4 20)) 

límS(«„)= lím (r(«„)C (.„)) = <>. (4.22) 

n-* oo n-*oo 

Puesto que C(í)>0, de (4.22) y la relación S* («„)+C» (*„) = 1 se desprende 
que 

lim C(i n )=l- (423) 

n-*co 

Notemos que de (4.21) y (4.23) se desprende que 

= (424) 

Ya que S ^ C ^* n “ ) < í-ííüilL , entonces la sucesión { ^ 

crece. Por eso, de (4.21), y (4.24) tenemos 

*n *n 

o 

S(t n )<Li n <lM (4-25) 

Sea tsi) cualquier sucesión convergente a cero de valores * del conjunto {»). 

És obvio que paru cualquier n se puede indicar un número k tal que 0 < «;<«),. 
De aquí, en virtud de la monotonía de S («) en el conjunto {«), tenemos 
0 < 5 (íj) < S (»»). Por eso, de (4.22) se desprende que jim S («!)-0. 

Demostremos ahora que la función S (*) definida sobre el conjunto (»)• 
tiene valor límite en cualquier punto x del segmento |CI, dj. (sea {'„) sucesión 
monótonamente creciente convergente a z de elementos del conjunto («). Ya 
que (.9 («;,)) es sucesión acotada creciente, entonces existe el limite lim 5 («„) 

que so denotará por S (x). Sea (O cualquier sucesión convergente a x de 

elementos del conjunto (»} ( f n q¡= x). Entonces la sucesión { | *" | } tien,> 

limite igual a cero. Según lo demostrado. Jim S { | " 2 | } = 0 ‘ 08 (4*5) 

y la acotación de la función C («) tenemos 

lim I S (,sñ) — S (ti,) I ■= ^im^ C ( S ( | 2 | ) 

En otras palabras, lím S (*;,)■= S <x). En virtud de la arbitrariedad de 

n—oo 

la sucesión {*ñ). esto significa la existencia del valor límite de la función 
S(s), definida sobre {*>, en todo punto x del segmento jO, d): 

lim S {*) = S (x). 

• — X 


*) Recordemos que { s } es conjunto siempre denso de los puntos del seg¬ 
mento (0, d). 
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Gap. 4. Concepto de función 


De la relación S * ( s ) + C*(i) ■ 1 y del carácter no negativo de la función 
C (x) sobro el conjunto se despréndela existencia del valor límite do la fun- 
ción C («) en todo punto dol segmento |0, d\. Denotaremos el valor limite do 
esta función en el punto x medíanlo el símbolo C (x). 

Definemos ahora los valores de las funciones S {x) y C (x) en iodo punto del 
segmento [0, d] como valores límite en el punto x de las funciones S (s) y C (x) defi¬ 
nidas sobre el conjunto (xl. Demostremos quo las funciones S {x) y C (x) así de¬ 
finidas poseen las propiedades 1° y 2° de la afirmación enunciada al comenzar la 
demostración de la existencia de las funciones S (z) y C (x). Primero, argumente¬ 
mos que las funciones S (x) y C (x) definidas del modo mencionado anteriormen¬ 
te en el segmento (Ü, di son monótonas y continuas sobro este segmento. En primer 
lugar, demostremos que si xes cualquier número del segmento |0, dj y s', s ' son 
cualesquiera números del conjunto {s} quo satisfacen la desigualdad x' < x < x', 
entonces S («') < S (x) < S (O. C (/) > C íx) > C (*'). Argumentemos, por 
ejemplo, que 5 (O < S (x) (las desigualdades S (x) < S (O y C («') > 
> C (x) > C (O se demuestran análogamente). Sea {*;,} sucesión creciente (y 
convergente n x) de valores dol conjunto (x), todos elementos s* u do la cual sa¬ 
tisfacen las desigualdades x' < sí, < x. Yo quo sobre el conjunto (r} la función 
S (x) crece, la sucesión (.? (xl) — S (x')J crece y tiene elementos positivos. Por 
oso ol limito S (x) — S (s') 0 ) de esta sucesión es positivo. De usté modo, S (x') < 
< 5 (x). Demostremos ahora que la función S (x) crece en el segmento |0, di (do 
manera análoga so demuestra el decrecimiento de la función C (x) en este seg¬ 
mento). Sean x' y x m cualesquiera dos números del segmento |0, d] que satisfacen 
la desigualdad x' < x\ Si s' es ciorto número del conjunto {s} comprendido 
entre x' y z m , x‘ < x' < x", entonces, según lo demostrado, 5 (x') < S (x') y 
S (x'J < S (x*). o sea 5 (x') < S (x*). La monotonía de la función S (x) sobro 
[0. d) queda demostrada. Antes de pasar a demostrar la continuidad de las fundo¬ 
nes S (x) y C (x) argumentemos que los valores límite de las fundones S (x) y C (») 
en los puntos delconjunto {«} coinciden con los valores de estas funciones en los pun¬ 
tos correspondientes del confunto {*}. 

Consideremos un número arbitrario s del conjunto (x) y dos sucesiones con¬ 
vergentes a s (xj,} y de elementos del conjunto fx) tales que x¿ < s < s„- 
En virtud do ln monotonía do la función S (x) sobro «1 conjunto {*). son válidas 
las desigualdades 5 (s' n ) < S (x) < S (O**)- Ya que lim S (*'„) *= 

n-*oo 

lím S (sñ) y dichos limites son iguales al valor limíte do la (unción S («) 

en ol punto s, entonces la afirmación que acabamos du enunciar queda demostra¬ 
da. Añora, cerciorémonos de que las funciones S (x) y C (x) con continuas en todo 
punto del segmento |0, d|. Para ello, baste argumentar que estas funciones son 
continuas on todo punto x do dicho segmento por la izquierda y por 1a derecho, 
son continuas por la derecha on el punto 0 y por la izquierda en el punto d (véase 
la obsarvación del p. f del § 3). Para mayor precisión, domostroinos la conti¬ 
nuidad por la izquierda de lo función 5 (x) en ol punto x dol segmento JO. di 
(la continuidad por la dorecha y la continuidad de C (x) se demuestran análoga¬ 
mente). 

Sea (r¿ } cierta sucesión (convergente a x por la izquierda) de números del 
conjunto (s). Como lim S (r¡¡) = S (x). para cualquier e > 0 se puede in¬ 
dicar un elemento c^ de esta sucesión tal que, para él, 0 < 5 (x) — S (rj,) <£. a. 
Consideremos ahora una sucesión arbitraria (x„ ) convergente a x por la izquierda. 

Sea N número partiendo del cual se cumplen las desigualdades s¿<i„ < x. 

•) Puesto que lím 5 {s’ n ) — S (x), y S (r') es número fijado, entonces 
lim [5 (*’„) - S (V)T = .? (x) - S (*’). 

n—» 

*•) Para precisión demostramos esta afirmación para la función S (x). 
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En virtud del crecimiento de la función, para n> N se cumplen las desigual¬ 
dades S (*¿) < 5 (*„) < 5 (x). Poniéndolas en correspondencia a las desigual¬ 
dades 0 < 5 (x) — S (^> < e, obtenemos que. para n > N, son válidas las 
desigualdades 0 < 5 (x) — S (x n ) ■< e. En otras palabras, el valor límite de 
la función 5 (x) en el punto x por la izquierda es igual a su valor particular en 
este punto. De este modo, la continuidad por la izquierda de 5 (x) en el punte 
x queda demostrada. 

Definomos ahora las funciones 5 (x) y C (x) en el segmento id, 2dl, emplean¬ 
do las relaciones S (x -f- d) ■= C (x) y C (x + d) — — 5 (x). Volviendo a aplicat 
estas fórmulas, extendamos las funciones para el segmento (2d, 4d). Repitiendo 
estos razonamientos, definomos las funciones para todos los valoros positivos x. 
Para ios valores negativos x definomos estas funciones empleando las relaciones 
5 (i) = — s (— x) y C (x) — C ( — x). Es fácil convencerse de <jue obtenemos 
como resultado las funciones continuas sobre toda la recta infinita. 

Demostremos que las funciones 5 (x) y C (x) satisfacen las exigencias I o , 2° 
y 3“ de la afirmación enunciada al comenzar la demostración de la existencia. 
Observemos que si s', t ",»' +i‘yi pertenecen al conjunto {«} del segmento [0, d|, 
entoncos para estos valores del argumonto las fórmulas (4.5 1 ) tienen lugar. Em¬ 
pleando el procedimiento de prolongación de las funciones S(i)yC (x) mencio¬ 
nado anteriormente se desprende la validez de estas fórmulas para los valoTe3 del 
argumento d -|- donde X y »' pertenecen al segmento 10, d). Repitiendo 

estos razonamientos demostremos que las relaciones (4.5 1 ) son válidos para to¬ 
dos los valores del argumento de la recta infinita que tienon la forma do pd/ 2 ' 1 
donde p y n, son cualesquiera números enteros. Puesto que estos valores del ar¬ 
gumento forman un conjunto siempre denso do puntos de la recta infinita*), en 
virtud de la continuidad de las funciones 5 (x) y C (x), las relaciones (4.5 1 ) se¬ 
rán válidas para todos los valores x. 

Ya que la exigencia 2” resulta cumplida después de construir las funciones 
5 (x) y C (x), queda por cerciorarse do la validez de lo exigencia 3°. Notemos 
que si »' y s' + son elementos del conjunto («} del segmento [ 0 . d) y son 
válidas ¡as desigualdades 0 <5 (»') < L*‘ y 0 < 5 (*') < £*”, ontoncos en 
virtud do la primera fórmula do (4.5 1 ) y las desigualdades (4-20), so cumplen 
también las desigualdades 0 < 5 (»' + s") < Lx + Le " L («' 4- «"). Em¬ 
pleando esta observación, la fórmula (4.19) y las desigualdades (4.20) y (4.25), 
es fácil cerciorarse de que los desigualdades 0 < 5 («) < Le son válidas paro 
todos los < del conjunto {<} del segmento [0. di. Ya que este conjunto es siempre 
denso sobro 10, di, y 5 (x) es función continua, entonces para todos los x de 
|0, d] tienen lugar las desigualdades 0 < S (x) < Lx. La validez do la exigencia 
3“ queda argumentada. 

Observemos ahora que el número L dopende del modo de escoger d. A saber, 
si en vez de d escogemos el número d* - d/k, entonces «£ — s n /k. Según la cons¬ 
trucción S (rj) = 5 («„), y, por eso, lím ^ — lím k ^ — kL 

n—oo s n n-»oo *n 

(veaso (4.24)). Eligiendo k — l/L. sobre el segmento |0. d*l definemos las fun¬ 
ciones 5 (x) y C (x) de tal modo que se cumplan las desigualdades 0 < 5 (x) < x. 

Los razonamientos geométricos muestran quo si d = jt/2, entonces 25 (s„) 
es la longitud de un lado del 2 "-ágono regular Inscrito en la circunferencia de ra¬ 
dio 1, 2s n es la longitud de un arco de la circunferencia subtendida por 1a cuerda 
de longitud 25 (j n ), y 2 1 (s ). la longitud de un lado del 2 n -ágono regular circuns¬ 
crito alrededor do esta circunferencia. En este caso, las desigualdades (4.25) 
tienen la forma 5 (»„) < «„ < t (x„). Por eso, en dicho caso, L — 1. La afirma¬ 
ción queda completamente demostrada. 


) Véase la nota en la pág. 135. 




Capítulo 5 

FUNDAMENTOS DEL CALCULO DIFERENCIAL 


En este capítulo introducimos los conceptos de derivada y de 
diferencial, se definen las reglas de diferenciación, se calculan las 
derivadas de todas las funciones elementales más simples que hemos 
dado a conocer en el cap. 1. Después se consideran las derivadas y las 
diferenciales de órdenes superiores. 

§ i. Derivada. Sus interpretaciones física y geométrica 

1. Incremento del argumento y de la función. Forma de diferen¬ 
cias de la condición de continuidad. Sea una función y~f (*) defi¬ 
nida sobre cierto intervalo *) (a, b). Fijemos cualquier valor x de 
dicho intervalo y, en el punto x, demos al argumento un incre¬ 
mento Ax tal que el valor x + Ax pertenezca también ni interva¬ 
lo (a, b ). Se denominará incremento de la función y = / (x) en el 
punto x, correspondiente al incremento del argumento Ax, el número 
Ay = / (x + Ax) - / (x). (5.1) 

Así, el incremento de la función y = sen x en el punto x. corres¬ 
pondiente al incremento del argumento Ax, es igual a 

Ay= sen (x-f- Ax)—sen x = 2cos (i-|—) sen . (5.2) 

Tiene lugar la siguiente afirmación: para que la / unción y •= / (x) 
sea continua en el punto x es necesario y suficiente que el Incremento A y 
de esta función en el punto x, correspondiente al incremento del argu¬ 
mento Ax, sea Infinitesimal cuando Ax-*- 0. 

En efecto, por definición, la función y = f (x) os continua en el 
punto x si existe el valor limite 

lím /(x-|-Ax) = /(x). (5.3) 

ax-o 

En virtud del p. 3 del § 2 del cap. 4, la existencia del valor limite (5.3) 
es equivalente a que la función 1/ (x -f- Ax) — f (x)l del argumen¬ 
to Ax es infinitesimal cuando Ax->-0. 

La afirmación demostrada permite expresar la. condición de 
continuidad de la función y = / (x) en el punto x en forma nueva, 


*) En vez del intervalo (a, b) se puede considerar el segmento [a, 61, semi¬ 
rrecta, toda la recta infinita y, en general, cualquier conjunto (x) denso en sí. 
La definición do) conjunto (x) denso en si se da a conocer en el § 3 del cap. 2. 
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a saber: la junción y = / ( 2 ) es continua en el punto x si el incremento A y de 
esta iunción en el punto x, correspondiente al incremento del argumento 
Ax. es infinitesimal para Ax-<- 0, o sea, si 

lím Ai/=lim [f(x + Ax) — /(z)] = 0. (5.4) 

Ax—0 Ax—0 

La condición (5.4) se denominará forma de diferencias de la condición 
de continuidad de la función y — f (x) en el punto x. Esta cond ición 
se emplea mucho a continuación. 

Valiéndose de la condición (5.4) volvamos a cerciorarnos de 
que la función ^ = senx os continua en todo punto x de la 
recta infinita. En efecto, de la fórmula (5.2), la condición 
| eos (x+4^-) | 1 y la igualdad ^lim^ sen-^-= Ose despren¬ 

de directamente que lím Ap = 0. 

2. Definición de la derivada. Continuemos empleando para la 
función y = / (x) las suposiciones y designaciones enunciadas en el 
punto anterior. 

Teniendo en cuenta quo Ax =# 0, consideremos, en un punto 
fijado x, la razón entre el incremento Ay de la función en este punto 
y el incremento correspondiente del argumento Ax 

Ay = /(x + Ax)-/(xt / 5 , 5 ) 

Ax Ax 


La razón (5.5) se denominará relación de diferencias (en el punto 
dado x). Puesto que el valor x se cree fifado, la relación de diferen¬ 
cias (5.5) es función del argumento Ax. Esta función está definida para 
todos los valores del argumento Ax pertenecientes a cierto entorno 
bastante pequeño del punto Ax = 0. excepto el propio punto Ax =* 0. 
De este modo, tenemos derecho de considerar el problema do la 
existencia del limite de dicha función cuando Ax— 0. 

Definición. Se denomina derivada de la función y = f (x) en el 
punto fijado x el límite de la relación de diferencias para Ax— 0, ( 0 . 0 ) 
(observando la condición de que este límite exista). 

La derivada de la función y = / (x) en el punto x se denotara 
por el símbolo y' (x) o f (x) Así pues, por definición. 




(5.6) 


Notemos que si la función y = / (x) está definida y tiene derivada 
para lodos los x del intervalo (a, b), esta derivada será función de la 
variable x también definida sobre el intervalo (a. b). 

3. Derivada desde el punto de vista físico. Ya en el cap. 1 hemos 
introducido el concepto de derivada, partiendo de los razonamien¬ 
tos físicos. Aquí volvemos a estudiar las aplicaciones físicas del 
concepto de derivada. 


ío-aoi 
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Cap. 5. Fundamentos del cálculo diferencial 


Ante todo, supongamos que la función y = ¡ (x) describe la ley 
del movimiento del punto material por la línea recta (es decir, cómo 
depende el camino y, recorrido por el punto material del origen de 
referencia, respecto del tiempo x). Entonces, como se sabe, la rela¬ 
ción de diferencias (5.5) define la velocidad media del punto en el 
intervalo do tiempo de x a x -f Ax. En este caso, la derivada /' (x), 
es decir, el límite de la relación de diferencias (5.5) para Ax-r 0, 
define la velocidad instantánea del punto en el momento de tiempo x. 
Así pues, la derivada de la función que describe la ley de movi¬ 
miento define la velocidad instantánea del punto. 

Para que uno no tenga la idea de que el concepto de derivada se 
usa ampliamente sólo en la mecánica, daremos ejemplos de aplica¬ 
ción del concepto de derivada en otras ramas de la física. 

Sea que la función y = / (x) determina la cantidad de electri¬ 
cidad y quo pasa por la sección transversal de un conductor en el 
tiempo x. (El momento de tiempo x — 0 se toma por el origen de 
referencia). En esto caso, la derivada /' (x) determinará la intensidad 
de la corriente que pasa a través de la sección transversal del conduc¬ 
tor on el momento de tiempo x. 

Luego, consideremos el proceso de calentamiento de un cuerpo. 
Supongamos que la función y = f (x) determina la cantidad de ca¬ 
lor *) y que hay que comunicar al cuerpo para calentarlo de 0“ a x°. 
Entonces, como se sabe del curso de la física elemental, la relación 
de diferencias (5.5) determina la capacidad calorífícu media del cuer¬ 
po al calentarlo de x“ a (x -|- Ax) c . En este caso, la derivada /' (x), 
o sea, el valor límite de la relación de diferencias (5.5) cuando Ax->- 0, 
determina la capacidad calorífica del cuerpo para la temperatura dada x. 
Notemos que, hablando en general, esta capacidad calorífica cambia 
al variar la temperatura x. 

Hemos considerado ejemplos cómo se aplican los conceptos de 
derivada en tres distintas ramas de la física. Al estudiar el curso 
de la física general el lector encontrará numerosos ejemplos de apli¬ 
caciones del concepto de derivada. 

4. Derivada desde el punto de vista geométrico. En el § 2 del 
cap. 1 hemos considerado el problema de hallar la tangente a la 
curva que es la gráfica de la función y = f (x) (on un intervalo (a, ó)). 
Allí hemos dado la definición de la tangente a la curva en el punto 
M (x, / ( x)) de esta curva. (Aquí x es un valor del argumento en el 
intervalo (a, 6). Véase la fig. 5.1). Si mediante Ax denotamos un 
incremento arbitrario del argumento y mediante P, el punto de la 
curva con las coordenadas (x + Ax, / (x -f Ax)), entonces, la tan¬ 
gente que pasa por el punto M de la curva dada se define como 
la posición límite de la secante MP cuando Ax-*-0. En la fig. 5.1 
podemos ver que el coeficiente angular de la secante MP (o sea, la 


*) Expresada, por ejemplo, en calorías. 
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tangente del ángulo de inclinación de esta secante al eje Ox) es igual 
a la relación de diferencias (5.5). Empleando este dato y el hecho de 
que, pasando al limite para Ax-*- 0, el ángulo de inclinación de la 
secante debe transformarse en el ángulo de la tangente, en el § 2 
del cap. 1 hemos deducido basándose en razonamientos demostra¬ 
tivos que la derivada /' (x) es igual al coeficiente angular de la tan¬ 
gente al gráfico de la función y = f (x) en el punto M. 

En el presente punto precisemos los razonamientos demostrativos 
mencionados. Al suponer que la función y = f (x) tiene la derivada 



en el punto dado x, demostremos: 1) que el gráfico de la función 
y = f (x) tiene la tangente en el punto dado M (x, f (x)), 2) que el 
coeficiente angular de dicha tangente es igual a /' (x). 

Demostremos las afirmaciones 1) y 2) simultáneamente. Denote¬ 
mos el ángulo de inclinación de la secante X1P al eje Ox por el sím¬ 
bolo <p (Ax). Como el coeficiente angular de la secante MP (o sea, 
tg <p (Ax)) es igual a se tiene 

q> (Ax) = arctg (5.7) 

para cualquier Ax bastante pequeño y distinto de cero. De la existen¬ 
cia de la derivada /' (x). es decir, de la existencia del valor límite 
lím = /’ ( x )* y de * a continuidad de la función u = arctg x 

para lodos los valores del argumento se desprende la existencia del 
valor limite de la función (5.7) en el punto Ax = 0 y la igualdad 

lím qi(Ax)=: lím arctg = arctg /'(x). (5-8) 

A*-0 Ax-0 az 

La igualdad (5.8) demuestra la existencia del valor límite del ángulo 
de inclinación de la secante MP (para Ax—»- 0), o sea, demuestra 


io« 
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la existencia de la tangente en el punto M■ Además, de la igual¬ 
dad (5.8) se desprende que si denotamos el ángulo de inclinación 
de la tangente por tp 0 , entonces <p„ = arclg /' (i), es decir, tg <p 0 = 
= /' (*)- 

5. Derivadas derecha e izquierda. Observando la completa ana¬ 
logía con los conceptos de valores límite derecho e izquierdo de una 
función se introducen los conceptos de derivadas derecha e izquierda 
de la función y — / (x) (en el punto dado x). 

Definición. Se denomina derivada derecha (izquierda) de la ¡unción 
y = / (x) en el punto fijado x el valor límite derecho (izquierdo) de la 
relación de diferencias (5.5) en el punto \x = 0 (observando la condi¬ 
ción de que este valor limite exista). 

La derivada derecha de la función y — / (x) en el punto x suele 
denotarse por el símbolo /' (x + 0) y la izquierda, por c! símbolo 

Y (* - 0 )- 

Si la ¡unción y — I (x) tiene derivada en el punto x. ella tiene 
en este punto las derivadas derecha e izquierda coincidentes entre sí. Si 
la ¡unción y = / (x) tiene derivada tanto derecha como izquierda en el 
punió x, y si dichas derivadas coinciden entre sí, entonces la función 
y = ¡(x) tiene derivada en el punto x *). Al mismo tiempo, existen 
las funciones que, en ol punto dado x, tienen la derivada, tanto dere¬ 
cha como izquierda, pero no la tienen en dicho punto. Puede servir 
de ejemplo la función 

Í+X. si xS*0, 

/(x)=| I | = |_ ;ri s . x<Q 


En el punto x = 0 esta función tiene la derivada derecha igual a 
lím 4^ = 1 y I a izquierda igual a lím —1, pero no 

Ax-0+0 “ Ax-0-0 ax 

tiene derivada en el punto x=0. 

6. Concepto de derivada de la función vectorial. En el análisis matemá¬ 
tico y su9 aplicaciones se encuentran con frecuencia los conceptos de la función 
vectorial y de su derivada. 

SI a todo valor de la variable i de cierto con/untofl) se le pone en correspon¬ 
dencia, según una ley conocida, un vector determinado a, entonces te dice que sobre 
el conjunto (t) está prefijada junción vectorial a =» a (/). 

Ya que en el sistema rectangular cartesiano dado todo vector a so deter¬ 
mina unívocamente por tres coordenadas x, y y z, entonces la definición de la 
función vectorial a — a (<> equivale al definir tres funciones escalares x = x (<). 
y = y (0 y 2 “ x («)• 

El concepto de función vectorial se hace especialmente demostrativo si 
examinamos el llamado hodógrafo de esta función. 

Se denomina hodógrafo el lugar geométrico de los extremos de todos los 
vectores a (<) que parten del origen de coordenadas O. En la fig. 5.2. la curva L 
es hodógrafo ae la función vectorial a = a (/). 

*) Esta afirmación se desprende de la afirmación correspondiente para los 
valores límite derecho e izquierdo do la función (véase la observación del p. 1 
dol § 2 en el cap. 4). 
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§ 2. Concepto de diterenclabilidnd de la función 

1. Concepto de diferenciabilidad de la función en un punto dado. 

Sea la función y = f (x) definida sobre un intervalo (a, b) como en 
los pp. 1, 2 del párrafo anterior y sea que mediante el símbolo x se 
denota cierto valor fijado del argumento de dicho intervalo y me¬ 
diante el símbolo Ax, cualquier incremento del argumento tal que 
el valor del argumento x + Ai pertenece también a (a, b). 

Definición. La función y = f (x) se denomina diferenciable en el 
punto dado x si el incremento Ay de esta función en el punto x, corres¬ 
pondiente al incremento del argumento Ax. puede representarse en la 
forma 

Ay — A Ax + aAi, (5.9) 

donde A es un número independiente de Ax y a., función del argumento 
Ax que es infinitesimal cuando Ax 0. 

Observemos que la función a (Ax) puede tomar un valor, cual¬ 
quiera que sea, en el punto Ax = 0 (además, en este punto sigue sien¬ 
do válida la representación (5.9)). Para la precisión, se puede hacer 
ct (0) = 0*). 

Ya que el producto de dos infinitesimales a Ai es infinitesimal 
de orden superior que Ai (véase el p. 3 del § 2 del cap. 4), es decir, 
a Ai = o (Ax), la fórmula (5.9) puede escribirse en la forma 

Ay = A Ax + o (Ai). 

Teorema 5.1. Para que la función y = f (i) sea diferenciable en el 
punto dado x es necesario y suficiente que tenga derivada finita en este 
punto. 

demosubacion. 1) necesidad. Sea la función y =* / (i) diferencia- 
ble en el punto dado I, o sea su incremento Ay representable en este 
punto en forma (5.9). Al suponer que Ai 0 y al dividir la igual¬ 
dad (5.9) en Ax, obtenemos 

= A + a. (5.10) 

De la igualdad (5.10) se desprende la existencia de la derivada, 
es decir, del valor límite lím 42. —A. 

Ax—0 

2) suficiencia. Sea que la función y = f (i) tiene derivada finita 
en el punto dado x, es decir, existe el valor límite 

lím 42-=/'(i). (5.11) 

Ax-0 " 


•) Además, el valor particular de la función a (Ax) en el punto Ax = 0 
coincidirá con su valor limite en este punto. 
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En virtud de la definición del valor límite, la función a = — 

— /' (i) del argumento Ai es infinitesimal cuando Ax—»-0, o sea, 
A y — /' (i) Ai 4- a Ai, (5.12) 

donde lím a — 0. La representación (5.12) coincide con la (5.9) 

Ax- 0 - 

ai mediante A denotamos el número /' (x) independiente de Ax. Por 
lo tanto, queda demostrado que la función y = / (i) es diferenciable 
en el punto i. 

El teorema demostrado nos permite identificar a continuación el 
concepto de di/erenciabilidad de la función en un punto dado y el de la 
existencia de derivada en el punto dado de la función. 

En el estudio ulterior nos ponemos de acuerdo llamar diferencia¬ 
ción la operación de hallar la derivada. 

2. Relación entre los conceptos de diferenciabilidad y de conti¬ 
nuidad de una función. Tiene lugar la siguiente afirmación elemental. 

Teorema 5.2. SI la función y = / (i) es diferenciable en un punto 
dado i, es también continua en este punto. 

DI2M08T-Ración. Ya que la función y — / (i) es diferenciable en el 
punto i, entonces su incremento A y en este punto puedo represen¬ 
tarse en la forma (5.9). Pero, de la fórmula (5.9) se desprende que 
lím Ay = 0. o sea, la función y — f ( i) es continua en el pun- 

Ax-0 

lo i, conforme a la forma de diferencias de la condición de continui¬ 
dad (véase el p. I del § 1). El teorema queda demostrado. 

Lógicamente, surge la pregunta de si es válida o no la afirmación 
inversa del teorema 5.2, o sea, si se desprendo de la continuidad de 
la función en un punto dado su diferenciabilidad en este punto. La 
respuesta debe ser negativa, puesto que existen funciones que son 
continuas en cierto punto y no son diferenciables en este punto. 
Como ejemplo de tal función puede servir la función y = | x |. Obvia¬ 
mente, esta función es continua en el punto i = 0, pero (como se ha 
mostrado al final del p. 5 del § 1) ella no es diferenciable en este 
punto. Notemos que existen funciones continuas sobre cierto seg¬ 
mento que no tienen derivada en ningún punto de esto segmento*). 

3. Concepto de diferencial de una función. Sea que la función 
y = / (i) es diferenciable en el punto i, es decir, el incremento A y 
de esta función en el punto i puede escribirse en la forma (5.9). Ana¬ 
lizando la fórmula (5.9), deducimos que el incremento A y de la fun¬ 
ción diferenciable es la suma de dos sumandos: el primero de ios su¬ 
mandos A Ai, para A 0. es función del incremento del argumento 

•) El primer ejemplo de esta función fue publicado por Weierstrass. 
Antes, independientemente de él. el matemático checo Bolzauo construyó una 
función análoga, pero do la publicó. En el Complemento del cap. 2 del tomo 2 
daremos un ejemplo de la función de este tipo. 
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Ai, lineal y homogénea*) respecto a Ai; cuando Ai -*■ 0 este suman¬ 
do es infinitesimal del mismo orden que Ai y el segundo sumando a Ai 
es infinitesimal de orden superior a Ai, puesto que cuando Ai —► 0 
la razón = a tiende a cero. De este modo, para A =?= 0 el pri- 

óx 

mer sumando A Ai es la parte principal del incremento de la fun¬ 
ción diferenciable que se llama diferencial de la función en el punto 
i correspondiente al incremento del argumento Ai. 

Así pues, en el caso de A ^ 0, se denomina diferencial de la 
función y — f (x) en el punto dado i, correspondiente al incremento 
del argumento Ai, la parte principal, lineal respecto a Ai, del incre¬ 
mento de la función en el punto i. La diferencial de la función y = 
= / (i) suele denotarse por dy. Si para el incremento de la función 
A y es válida la representación (5.9), entonces, la diferencial de esta 
función es, por definición, igual a 

dy =* A - Ai. (5.13) 

En el caso de A =0 el sumando A'Ai deja de ser parte principal 
del incremento A y de la función diferenciable (puesto que este su¬ 
mando es igual a cero mientras el sumando a-Ai, hablando en ge¬ 
neral, es diferente de cero). Sin embargo, nos ponemos de acuerdo 
que en el caso de A — 0 la diferencial de la función se define tam¬ 
bién por la fórmula (5.13), es decir, en esto caso la diferencial se 
toma igual a cero. 

Si lomamos en consideración el teorema 5.1, o sea, que A — 
= /' (i), entonces la fórmula (5.13) puede escribirse en la forma 
dy = /' (i) Ai (3.14) 

La fórmula (5.14) expresa la diferencial de la función en el punto i 
que corresponde al incremento del argumento Ai. Vale subrayar 
que, hablando en general, la diferencial de la función dy en el punto 
dado i no es igual al incremento de la función A y en este punto. Es 
fácil comprenderlo, considerando la gráfica de la función y = / (i) 
(fig. 5.3). Sea que en la curva y — f (x) el punto M corresponde al 
valor del argumento i, el punto P de la misma curva, al valor del 
argumento i + Ai, MS es la tangente a la curva p = / (i) en el 
punto M . Luego, sea que MN || Oí, PN || Oy, Q es punto de inter¬ 
sección de la tangente A/5 y la recta PN. Entonces el incremento 
de la función A y es igual a la magnitud del segmento NP. Al mismo 
tiempo, del triángulo rectangular MQN y de la fórmula (5.14) está 
claro que la diferencial de la función dy eí igual a la magnitud del 
segmento NQ, puesto que la magnitud del segmento MN es igual a 
Ai, y la tangente del ángulo A. QMN es igual a /' (i). Es obvio que, 

*) Recordemos que se denomina función lineal del argumento i la función 
de tipo y — Az + B. donde A y B son constantes En el caso de B = 0 la 
función lineal se denomina homogénea. 
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hablando en general, las magnitudes de los segmentos NP y NQ son 
diferentes. 

Para concluir este punto, establecemos la expresión para la dife¬ 
rencial de la función y = / (x) cuyo argumento x es variable inde¬ 
pendiente *). 

Introduzcamos el concepto de diferencial dx de la variable in¬ 
dependiente x. Como diferencial dx de la variable independiente x 
puede entenderse cualquier número (independiente de x). Nos pone¬ 
mos de acuerdo lomar en ade¬ 
lante este número igual al incre¬ 
mento Csx de la variable inde¬ 
pendiente**). Este acuerdo nos 
permite escribir la fórmula (5.14) 
en la forma 

dy =“ /' {x) dx. (5.15) 

Notemos que hasta ahora la 
fórmula (5.15) fue argumentada 
sólo para el caso cuando el argu¬ 
mento x es variable indepen¬ 
diente. Sin embargo, a continua¬ 
ción, en el § 9, demostremos 
que la fórmula (5.15) queda también válida para el caso cuando 
el argumento x no es variable independiente, sino es función dife- 
renciable de una variable nueva. 

Mientras tanto, podemos deducir do la fórmula (5.15) lo si¬ 
guiente: cuando el argumento x de la función y — f (x) es variable 
independiente, la derivada /' (x) de esta función es igual a la razón 
de la diferencial de la función dy a la diferencial del argumeuto dx, 
es decir, 

/' < x >=-ir- 

En el § 9 demostremos que esta relación es también válida si el 
propio argumento x es función diferenciable de una variable nueva. 

§ 3. Reglas de diferenciación de la suma, la diferencia, 
el producto y el cociente 

Teorema 5.3. Si cada una de las funciones u (z) y v (z) es diferen¬ 
ciable en un punto dado x. entonces la suma, la diferencia, el producto 
y el cociente de estas funciones (el cociente, observando la condición de 


•) Notemos que, hablando en general, el propio argumento r de la fun¬ 
ción y — Hx) puede ser función do una variable. 

**) Este acuerdo se verifica al considerar la variable independiente x como 
la función de tipo y = x, para !a cual dy — dx =» ¿r. 
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que v (x) gt 0) son también diferenciadles en este punto con tal que 
tienen lugar las fórmulas 

1“ (x) ± v (x))' = u' (x) ± v’ (x), 
i u (X)" (*)r = (x) V (x) + u (x) y' (x). (5.16) 

r “ W T - u' (Z)v(x) — U(z)v- (z) 

L o(x) J V* (X) 

demosto ación Consideremos por separado los casos do la suma 
(diferencia), el produelo y el cociente. 

I o . Sea y (x) = u (x) ± o (x). Mediante los símbolos Au, Ay y 
Ay denotemos los incrementos de las funciones u (x), v (x) e y (x) 
en el punto dado x correspondientes al incremento del argumento 
Ax. Entonces, os obvio que 

Ay = y (x + Ax) — y (x) = 

= |u (x 4 Ax) ± y (x 4 Ax)| — [u (x) ± y (x)] = 

= lu (x + Ax) — u (x)l ± (y (x 4 Ax) — y (x)l =• 

= Au ± Ay. 

De este modo, si Ax 0 


Ay Au Ae 
Ax Ax Ax 


(5.17) 


Sea que ahora Ax -► 0. Entonces, en virtud do la existencia de las 
derivadas de las funciones u (x) y y (x) en el punto x existe el valor 
límite del miembro derecho de (5.17) que es igual a u' (x) ± u' (x). 
Por lo tanto, existe también el valor limite del miembro izquierdo 
de (5.17) (cuando Ax-^ 0). Según la definición de la derivada, dicho 
valor límite es igual a y' (x). Llegamos a la igualdad exigida 

y' (x) - u' (x) ± y' (x). 

2°. Luego, sea y (x) = u (x) y (x). Manteniendo para Au, Ay y 
Ay el mismo sentido que anteriormente, tendremos 


A y = y (x -(- Ax) — y (x) -= u (x 4 Ax) y (x 4 Ax) — 

- u (x) y (x) = fu (x 4 Ax) y (x 4 Ax) — u (x 4 Ax) y (x)| + 

+ [u (x 4 Ax) y (x) — u (x) y (x)l 

(hemos adicionado y restado el sumando u (x + Ax) y (x)). Luego, 
podemos escribir: 

Ay = u (x + Ax) |y (x 4 Ax) — o (x)] -f y (x) (u (x + Ax) — 

— u (x)J = u (x + Ax) Ao 4 y (x) Au. 

Be este modo, si Ax ^ 0 

Au _ , a_i Au , _... Au 
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De este modo, puesto que v (x) 0, existe, para Ax —►O, el valor 

límite del miembro derecho de (5.19) igual a 

e(x)u'(x) —i>'(x)u(x) 

2*73 • 

Por lo tanto, cuando Ax 0 existe también el valor límite del 
miembro izquierdo de (5.19). Según la definición de la derivada, 
dicho valor límite es igual a y' (x). Obtenemos la fórmula exigida 

„> / r v _ u* (x)v(x> — I'* (x) u (x) 
y w "*(*) 

El teorema 5.3 queda completamente demostrado. 

§ 4. Cálculo de las derivadas de la función potencial, 
de las funciones trigonométricas y de la función 
logarítmica 

En este párrafo vamos a calcular las derivadas de las funciones 
elementales más simples. 

1. Derivada de la función potencial con el exponente entero. 
Comencemos por calcular la derivada de la función potencial y =■ x" 
cuyo exponente n es número positivo entero*). El caso de la función 
potencial cuyo exponente es cualquier atunero real (no es obligatoria¬ 
mente entero) vamos a estudiar en el § 8. 

Empleando la fórmula del binomio de Newton, podemos escribir 
Ay = (x+Ax) n —x n = 

= [x" + nx"-‘Ax + n < n ~ l L x-*-(Ar)* + ... + (Ax)"] - x n = 

= nx"-»Ax-f- -" - ^~* ) x-*(Ax)«+ ... (Ax)". 

De este modo, cuando Ax^sO, 

„x-' + n< " ¿ ~ 1> x"-* Ax + ... + (Ax)” -1 . (5.20) 

Ya que en el miembro derecho de (5.20) lodos los sumandos, partien¬ 
do del segundo, comprenden, en calidad del factor, Ax en potencias 
positivas, entonces para Ax —► 0, existe el valor límite de los su¬ 
mandos mencionados igual a cero. El primer sumando del miembro 
derecho de (5.20) no depende de Ax. Por lo tanto, existe (cuando 
Ax -r 0) el valor límite del miembro derecho de (5.20) que es igual 
a nx n_ *. Según la definición de la derivada, dicho valor límite es 
igual a la derivada de la función y = x", o sea, 

_ (x”) = ax"' 1 . 

•) En el cap. 1 ya hemos considerado esta derivada, empleando el concepto 
intuitivo del límite. 
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Loa razonamientos realizados son válidos para cualquier punto 
x de la recta infinita. 

2. Derivada de la función y sen x. Empleando la fórmula de 
reducir la diferencia de senos a la forma conveniente para determinar 
logaritmos, podemos escribir: 

A¡/ = sen (x + Ax) — sen x <= 2 eos ( * + -4^-) sen . 

De este modo, cuando Ai^O 




(5.21) 


Ya que la función y — eos x es continua en cualquier punto x de la 
recta infinita*), entonces existe el valor limite 


lím eos (x + -4r-) = eos x. (5.22) 

a*-o ' ¿ ' 

Luego, en virtud del resultado principal dol p. 2 del § G del cap. 4, 
existe el valor limite 

("T") 

lim - -■ i— ■ (5.23) 




De este modo, para Ax—eO existe el valor límite del miembro 
derecho (5.21) igual al producto de los valores límite (5.22) y (5.23), 
es decir, igual a eos x. Según la definición do la derivada, dicho 
valor límite es igual a la derivada de la función y =• sen x, o sea. 

(sen x )' = eos x. 

Los razonamientos realizados son válidos para cualquier punto x 
de la recta infinita. 

3. Derivada de la función y = eos x. Empleando la fórmula 
de reducir la diferencia de cosenos a la forma conveniente para de¬ 
terminar logaritmos, podemos escribir: 

Ay = cos(i + Ax) — eosx=—2sen (x 4- 4^- j sen ■— . 

De este modo, cuando Ax gfe 0 



*) Esto fuo demostrado en el p. 0 del § 5 del cap. 4. Por otra parte, es fácil 
demostrar la continuidad de la función y = eos z empleando la forma de diferen¬ 
cias de la condición de continuidad. 
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Ya que la función y = sen x es continua en cualquier punto x de 
la recta infinita, entonces existe el valor límite 

lím sen (z-f- -4r-) = senx. (5.25) 

De la existencia de los valores límite (5.23) y (5.25) se desprende la 
existencia del valor límite del miembro derecho de (5.24) igual a 
(—sen x) cuando Ax-«-0. Según la definición do la derivada, el 
último valor límite es igual a la derivada de la función y = eos x, 
o sea, 

(eos x)‘ — — sen x. 


Los razonamientos realizados son válidos para cualquier punto x 
de la recta infinita. 

4. Derivadas de las funciones y — tg x e y = ctg x. Ya que 
hemos calculado las derivadas de las funciones y = sen x e y = 
— eos x y como 


tgx 


sen i 
cosí 


Ctg X = 


COSI 
sen i ' 


entonces, para calcular las derivadas de las funciones y — tg x e 
y = ctg x se puede emplear el teorema 5.3 (con mayor precisión, 
la fórmula que expresa la derivada del cociente, o sea, la tercera 
fórmula de las (5.16)). 

Resulta que en todos los puntos, excepto los que tienen eos x = 0, 


(tg *)' ■ 


(senx)' cosí—(cosí)' sen i 


eos* i 


eos*; 


Así pues. 


(tgx)'. 


cos'i 


= 1+ tg l x 


(para todos los valores de x, excepto x = ^ donde n — 

= 0, ±1, . . .). De manera análoga, en todos los puntos excepto 
los que tienen sen x = 0, 


(ctg x)' = = 


i 

seo» i ‘ 


Así pues, 

(ctg x)' -- ^rr= — (i + ctg*x) 


(para todos los valores x, excepto x = n n, donde n — 0, ±1, . . .). 

5. Derivada de la función y = loga x (0 < o ^ 1). Tomando, 
en calidad de x, cualquier punto de la semirrecta i>Oy teniendo 
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en cuenta que j Az | < x, podemos escribir 

Aff = lo go (x + Ax) — log„x = log a x ^~ z = log,, (l + 

De este modo, cuando Az=yfcO 

^ = ^l 0ga ( 1 + 4) = l 0gfl (l + ^)- = 

= ±,og a [(l + ^)*-]. (5.26) 

En virtud del resultado principal del p. 3 del § 6 del cap. 4, cuando 
Ax 0, la expresión entre corchetes tiene (para cualquier x fijado) 
el valor limite igual a e. Entonces, basándose en la continuidad de 
la función y = log a x, en el punto x = e existe (cuando Ax-t- 0) 
el valor limite del miembro derecho de (5.26) igual a log„ e. Según 

la definición de la derivada, dicho valor limite es igual a la derivada 
de la función y — log„ z, o sea, 

(>og. z)' = i- log„ e 

(para todos los valores z pertenecientes a la semirrecta z > 0). En 
el caso particular de a = e obtenemos 

(ln x)' = 1/x. 

§ 5. Teorema de la derivada de la función inversa 

Teorema 5.4. Sea que la función y = / (z) crece (o decrece) y es 
continua en cierto entorno del punto z 0 . Sea que, además, la ¡unción 
y = / (z) es di/erenciable en el punto x„ y la derivada f (x„) es diferen¬ 
te de cero. Entonces, existe la función inversa x = /** (y) que está defi¬ 
nida en cierto entorno del punto correspondiente y„ = f (x 0 ), es dife- 
renciable en este punto y tiene en él la derivada igual a llf (x„). 

demostración. Ante todo, observemos que para la función y — 
— f (z) en el entorno del punto x 0 se cumplen todas las condiciones 
del corolario del lema 1 en el § 4 del cap. 4. Conforme a este corola¬ 
rio, existe la función inversa z = /" l (p) definida en un entorno del 
punto p„ =* ¡ (x„) y continua en este entorno. Demos al argumento y 
de la función inversa en ol punto y 0 un incremento arbitrario Ay y 
diferente de cero. Lo corresponde el incremento Az de la función inver¬ 
sa con tal que, en virtud del crecimiento (o el decrecimiento) de la 
función, Az 0. De esta manera, tenemos derecho de escribir la 
siguiente identidad: 



Ai 

Ay 


(5.27) 
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Sea que ahora en la identidad (5.27) Ay -*■ 0. Entonces, en virtud 
de la continuidad de la función inversa i = /"' (y) en el punto y„ y 
conforme a la forma de diferencias de la condición do continuidad, 
se tiene también Ai -+■ 0. 

Pero, cuando Ai 0, el denominador de la fracción en el miem¬ 
bro derecho de (5.27) tiene, por la definición de derivada, el valor 
límite igual a /' (i) 0. Por lo tanto, si Ay 0, el miembro de¬ 
recho de (5.27) tiene el valor límite igual a Pero entonces, el 

miembro izquierdo de (5.27) tiene también valor límite para A y->■ 

—*• 0. Según la definición do la 
derivada, dicho valor límite es 
y / igual*) a {/-* (y„))'. Do este 

// modo, hemos demostrado la dife- 

M Jr renciabilidad de la función in- 

y 0 -versa en el punto y 0 y para su 

derivada hemos obtenido la rela- 
_o /a 06 ción 

^ ° {/-*0/.)}'“p^ r . (5-28) 

f 54 El teorema 5.4 queda demostrado. 

El teorema demostrado tiene 
el sentido goométrico sencillo. En 
el entorno del punto i 0 consideramos la gráfica de la función y = 
= / (i) (o de la función inversa). Supongamos que al punto r 0 le co¬ 
rresponde el punto AI de esta gráfica (fig. 5.4). Entonces, obviamente, 
la derivada /' (i 0 ) es igual a la tg del ángulo de inclinación cc forma¬ 
do por la tangente, que pasa por el punto M, y el eje Oí. La deri¬ 
vada de la función inversa U~ l (y 0 )}' es igual a la tg dol ángulo de 
inclinación p formado por la misma tangente y el eje Oy. Puesto 
que la suma de los ángulos a y p es n/2, la fórmula (5.28) expresa 
el hecho evidente de que 

tg P = 1/tg a. 


§ 6. Cálculo de las derivadas de la función exponencial 
y de las funciones trigonométricas inversas 

En este párrafo, basándose en el teorema 5.4 demostrado ante¬ 
riormente, continuaremos calculando las derivadas de las funciones 
elementales más simples. 

1. Derivada de la función exponencial y = a* (0 < a # 1). 
La función exponencial y = a 1 es la función inversa de la logarít- 


*) Mediante el símbolo {/-■ (Vi)}' denotamos la derivada de la función 
inversa en el punto y 0 . 



§ 6. Cálculo ele las derivadas de la función exponencial 
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mica x = log 0 </■ definida sobre la semirrecta y > 0. Ya que para 
la función logarítmica, en el entorno de cualquier punto y de la 
semirrecta y > 0, se cumplen todas las condiciones dol teorema 5.4, 
entonces, de acuerdo con este teorema, la función y = a* es diferen- 
ciable en cualquier punto x = log a y, y para su derivada es válida 
la fórmula 

1 1 y 

' 1 t'ylog„r loga r 

Empleando esta fórmula y la relación conocida del curso elemental 
log„ b = l'logfc a y teniendo en cuenta que y = a*, obtenemos de¬ 
finitivamente 

(a*)' = a* ln a. 

La fórmula obtenida es válida para todos los puntos x de la recta 
infinita. En el caso particular de a = e esta fórmula toma la forma 

(e*)' = e*. 


2. Derivadas de las funciones trigonométricas inversas. Comen¬ 
cemos calculando la derivada de la función y = aresen x. Siendo 
definida sobre el intervalo —1 < x < +1, esta función es la in¬ 
versa de la función x = son y definida sobre el intervalo — n/2 < 
< y < +tíI2. Yu que para la función x = sen y, en el entorno de 
cualquier punto y del intervalo —jt/2 < y < n/2, se cumplen todas 
las condiciones del teorema 5.4, entonces, según este teorema, la 
función y = aresen x os diferencinble en cualquier punto x -= sen y. 
y para su derivada es válida la fórmula 


(aresen x)' — 


_t_1_ 1 

(sen »)• eos y /i— son* y ‘ 


(5.29) 


Hemos puesto el signo + delante de la raiz porque eos y es positivo 
en todo el intervalo —n/2 < y < n/2. Teniendo en cuenta que 
sen y = x. de la fórmula (5.29) obtenemos definitivamente 

(aresen r)' - ^==- ■ 

Como ya hemos notado en el proceso de la deducción, la fórmula 
obtenida es válida para todos los x del intervalo —1 <; x < +1. 
De la manera análoga se calcula la derivada de la función y — 
= árceos x. Esta función, siendo definida sobre el intervalo —1 < 
< x < +1, es la inversa de la función x — eos y definida sobro el 
intervalo 0 < y < n. Puesto que para la función x = eos y, en el 
entorno de cualquier punto y del intervalo 0 < y < X, se cumplen 
todas las condiciones del teorema 5.4. entonces, según este teorema, 
la función y = árceos x es diferenciable en cualquier punto x — 


11 - 60 ? 
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eos y , y para su derivada es válida la fórmula 
1 1 1 


(árceos x)' = 


<cosy)' 


sapy 


Veos* 


(5.30) 


Hemos lomado en consideración que sen y = + \f i — cos s y, ya 
que sen y > 0 en lodo el intervalo 0 < y <; n. Teniendo en cuenta 
que eos y = x, de la fórmula (5.30) obtenemos definitivamente 


(árceos x)' = 



Como ya hemos notado en el proceso de la deducción, la fórmula 
obtenida es válida para todos los valores x del intervalo —1 < x < 
< 1 . 

Pasamos a calcular la derivada de la función y = arclg x. Sien¬ 
do definida sobre toda la recta infinita — oo<x<+o°, dicha 
función es la función inversa de la x = tg y, definida sobre el in¬ 
tervalo —it/2 < y < n/2. Ya que para la función x = tg y en el 
entorno de cualquier punto y del intervalo —.t/2 < y < n/2 se cum¬ 
plen todas las condiciones del teorema 5.4, entonces, según esto teo¬ 
rema, la función y ^ arctg x es diferenciable en cualquier punto 
x = tg y y para su derivada es válida la fórmula 

(arctg x)' = = T+Ti?*7 • 

Teniendo en cuenta que tg y = x. obtenemos definitivamente 
(arctgx)' = -j-qj-ji- • 

La fórmula obtenida es válida para todos los puntos x de la recta 
infinita. 

Queda por calcular la derivada de la función y = arcctg x. Siendo 
definida sobre la recta infinita — oo<x <-!-«>, esta función es 
la función inversa de la x = ctg y. definida sobre el intervalo 0 < 
< y < n. Ya que para la función x = ctg y en el entorno de cual¬ 
quier punto y del intervalo 0 < y < n se cumplen todas las condi¬ 
ciones del teorema 5.4, entonces, según este teorema, la función 
y «= arcctg x es diferenciable en cualquier punto x = ctg y y para 
su derivada es válida la fórmula 


(arcctg x)' = -£¿7 = - 1 + c ' tgl( , • 

Teniendo en cuenta que ctg y = x, obtenemos definitivamente 
(arcerg x)' --¡xp- ■ 

Esta fórmula es válida para todos los puntos x de la recta infinita. 
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De este modo, hemos calculado las derivadas de todas las fun¬ 
ciones elementales más simples, excepto la función potencial de 
cualquior exponente real. 

Calculamos la derivada de la última función en el § 8 y ahora ar¬ 
gumentemos las reglas de diferenciación de la función compuesta. 

§ 7. Regla de diferenciación de la función compuesta 

En el presente párrafo planteamos el objetivo de establecer la 
regla que permite hallar la derivada de la función y = / Itp ( 1)1 si 
se conocen las derivadas de las funciones que la integran y =» f (*) 
y x = <p (t). 

Teorema 5.5. Sea que la junción x = (p (t) es dtferenciable en un 
punto t 0 y la junción y =■ / (x) es dijerenciable en el punto correspon¬ 
diente x„ <= q> (í 0 ). Entonces, la función compuesta j l<p (t)) es diferen- 
ciable en dicho punto i„ con tal que para la derivada de esta función es 
válida la siguiente fórmula*): 

(I I? <«.)!}' *= T M 9' (te)- (5-31) 

demostración Demos al argumento t, en el punto t 0 , un incre¬ 
mento arbitrario Ai diferente de cero. Le correspondo un incremento 
Ai de la función x -=•- ip (i). A su ver, al incremento Ai le corres¬ 
ponde el incremento Ay de la función y — f (r) en el punto x„. Ya que 
so supone que la función y = / (x) es diferenciable oii el punto i„, el 
incremento de esta función en el punto x„ puede escribirse en la 
forma (véase el § 2) 

Ay *= /' (x„) Ai + a Ai, (5.32) 

donde 

líma = 0. 

AI-0 

Al dividir la igualdad (5.32) por A1. tendremos 

-tf-r (*)-&+«-&• (5-33) 

Soa ahora que en la igualdad (5.33) Al -*■ 0. Ya que de la diferen- 
ciabilidad de la función x — q> (i) en el punto l„ se desprende su con¬ 
tinuidad en este punto, entonces, en virtud de la forma de diferen¬ 
cias de la condición de continuidad. Ai 0 (para Ai -► 0). Por eso 
se puede afirmar que existe valor límite 

líma = 0. (5.34) 

Al—O 


*) Mediante {/[ipil»)))' denotamos la derivada do la Función compuesta 
y = / |<p (l)j en el punto i — i» 
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Además, conforme a la exigencia do la diferenciabilidad de la fun¬ 
ción x = <p (¿) en el punto í 0 , existe el valor límite 

lín. |f = q , '(t 0 ). (5.35) 

La existencia de los valores límite (5.34) y (5.35) asegura la existen¬ 
cia del valor límite dol miembro derecho de (5.33), igual a /' (x„) X 
X <p' (í„) cuando At -► 0. Por lo tanto, existe también el valor lí¬ 
mite del miembro izquierdo de (5.33) para Ai -► 0. Según la defi¬ 
nición de la derivada, dicho valor límite es igual a la derivada de la 
función compuesta / [q> (í)l en el punto t 0 . Por tanto, hemos demos¬ 
trado la diferenciabilidad de la función compuesta en el punto í„ 
y la fórmula (5.31). 

El teorema 5.5 queda demostrado. 

OBSERVACION. Consideramos la función compuesta y = / ( x ), 
donde x — <f> (í), os decir, tomamos x como el argumento interme¬ 
dio y i, como el argumento final. Por supuesto, se puede cambiar 
estas denotaciones. Frecuentemente, es más conveniente considerar 
la función compuesta do tipo y = / (it), donde u = <p (x), o sea, to¬ 
mar x como el argumento final y una variable u, como el interme¬ 
dio. Para esta función la fórmula do diferenciación (5.31) loma la 
forma 

✓ “ {/1<P (*>!>' -/'(«) *'(*) (5.36) 

(para los valores correspondientes de los argumentos x y u hemos 
omitido los ceros que son de carácter auxiliar). 

Daremos ejemplos para emplear la regla de diferenciación de la 
función compuesta que acabamos do demostrar. 

1°. Calcúlese la derivada de la función y — e arctg x. Conside¬ 
raremos esta función como la compuesta do tipo y = e“, cuando 
u = arctg x. Empleando la fórmula (5.36), obtenemos 

U ' - <«“)' (arctg x)' = . 

2 o . Calcúlese la derivada de la función y = 2*’. Consideraremos 
esta función como la compuesta de tipo y = 2“, donde u — x*. 
Empleando la fórmula (5.36), obtenemos 

y’ = (2")' (x 2 )' = (2“ In 2) 2x = 2**“ x In 2. 

3°. Considerando los dos ejemplos mencionados, escribimos por 
separado las funciones que integran la función compuesta. Natural¬ 
mente, no es necesario hacerlo. En la práctica la diferenciación de la 
función compuesta se hace inmediatamente sin separarla en las 
funciones integrantes. Por ejemplo, 

¿í=arcsen75x; y'= - (75r)' = 75 (aquí |ar| < 1/75). 

Kl-(75*)> ' Vi— (7&*)* ' 4 11 
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4’. El teorema 5.5 y la regla contenida en él puede transferirse 
consecuentemente para el caso de la función compuesta que es la 
superposición de tres y más funciones. 

Consideremos un ejemplo de tal función. Sea que se exige cal¬ 
cular la derivada de la función y — 5* rcc,K <I,) . Aplicando sucesi¬ 
vamente la regla de diferenciación de la función, obtenemos 

¡ / = (5 arec "<‘ , >ln5)-5^4-82’. 


§ 8. Derivada logarítmica. Derivada de una función 
potencial con cualquier exponente real. Tabla 
de derivadas de las funciones elementales más simples 

1. Concepto de derivada logarítmica de una función. Sea que 
una función y = / (x) es positiva y diferenciable en un punto dado 
x. Entonces, en este punto existe ln y = ln / ( x ). Considerando 
lo / (x) como la función compuesta del argumento x, podemos cal¬ 
cular la derivada de esta función en el punto dado x, tomando y — 
” / (x) por el argumento intermedio. Obtenemos 

Un / (x)l' — y'ly■ (5.37) 

La magnitud definida por la fórmula (5.37) se denomina derivada 
logarítmica de la función y = / (x) en el punto dado x. A título do 
ejemplo, calculemos la derivada logarítmica de la llamada función 
potencial-exponencial y — u (x)«*'. Del p. 2 del § 7 cap. 4, sabe¬ 
mos quo esta función está definida y es continua para todos los va¬ 
lores x, para los cuales u (x) y o (x) son continuas y u (x) > 0. Abora 
planteamos adicionalmenle que a (x) y v (x) sean difcrenciables para 
los valores considerados x. Entonces, ya que ln y = o (x) ln u (x), 
obtenemos que la derivada logarítmica do la función considerada es 
igual a 

-Hl = (i>(x) lnu(x))' = v' (x) lnu(x)+o(x) ( 5 - 38 ) 

De la igualdad (5.38), teniendo en cuenta que y — u (i)**’, obtene¬ 
mos la siguiente fórmula para la derivada de la función potencial- 
exponencial: 

y' = u (x)*<*> [ v■ (x) ln u (x) + i> (x) 

2. Derivada de una función potencial de cualquier exponente real. 
Ahora vamos a calcular la derivada de la función potencial y = 
= X a de expolíente real arbitrario a. Calculamos la derivada de 
esta función para los valores x, para los cuales la función está defini¬ 
da para cualquier a, a sabor, para los valores x pertenecientes a la 
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semirrecta*) i > 0- Teniendo en cuenta que en toda la semirrecta 
x > 0 la función y — x* es positiva, calculemos la derivada logarít¬ 
mica de esta función. Puesto que lu y = a In x, la derivada loga¬ 
rítmica es igual a 

J y= I a ln x]' = -2-, 

De aquí, tomando en consideración que y = X a , obtenemos lu fór¬ 
mula para una función potoncial arbitraria 
(I a )' =B* a ~ l . 

De este modo, hemos calculado las derivadas de todas las funciones 
elementales más simples. Agrupando todas las derivadas calcula¬ 
das, obtenemos la siguiente tabla que ya hemos reproducido en el 
cap. 1 . 

3. Tabla de las derivadas de las funciones elementales más simples. 

1°. (i“)' — ax a - ¡ . En particular, (í/i)' = —l/ar 58 , 

¡)- ' 

2 ». (Iog 0 x)' »= -i- log a e (x> 0 , 0 <a = l). 

En particular, (lnx)'=-i-, 

3°. (a*)' =■ a* ln a (0 < a 1). En particular, (e x )' = e* 

4°. (sen x)' = eos x. 

5°. (eos x)' = —sen x. 

6 °. (tg x)' = -£¿7 = 1 -t- tg 2 i (x=^ - 2 - + nn, donde n = 0 , 

± 1 . ...). 

T. (ctgi)' -- — (1 + Ctg* *)(*■»*» ni», donde 0, 

± 1 > • ••)• 

8 °. (áreseos)' = —=!=-( —l<x< 1 ). 

y 1 — x* 

9°. (árceos x)'- -( —1 <i<l). 

y i—i' 

10 °. (arctg x)' = 

11 °. (arcctg x)' =- rh*’’ 

•) En el caso de a = 1 Im, donde m es número impar entero, la función 
y — X a está definida sobre toda la recta Infinita. Sin embargo, en este caso es 
también suficiente calcular la derivada de la función moncionada solamente 
para los valores x > 0, puesto que dicha función es Impar y haciendo este razo¬ 
namiento es fácil obtener su derivada para los valores i<0. 
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En el § 4 del cap. 4 hemos introducido las funciones hiperbóli¬ 
cas y = sh x, y — ch x. y = th x e y = cth x que son combinaciones 
simples de funciones exponenciales. De la definición de estas funcio¬ 
nes se desprenden fácilmente las siguientes expresiones para sus de¬ 
rivadas: 

12 “. (sh x)' = ch x. 

13°. (ch x)‘ = sh x. 

14“. (th*)'= 

15°. (cth x)’ =-¡¡p-j- <**>«). 

Las reglas de diferenciación de la suma, la diferencia, el producto 
y el cociente (es decir, con las fórmulas (5.16)) la rogla de diferen¬ 
ciación de la función compuesta y la tabla mencionada son la base 
del cálculo diferencial. 

Las reglas establecidas y las fórmulas de diferenciación permiten 
hacer una deducción importante. 

En el § 7 del cap. 4 hemos introducido el concepto de la / unción 
elemental como una función que se roprosenta por las funciones ele¬ 
mentales más simples haciendo las cuatro operaciones aritméticas 
y las superposiciones aplicadas sucesivamente un número finito do 
veces. Ahora podemos afirmar que la derivada de cualquier ¡unción 
elemental es también ¡unción elemental. De este modo, la operación de 
diferenciación no nos deja salir de la clase de las ¡unciones elementales. 

§ 0. Invariacióu de la forma de la primera diferencial. 

Algunos aplicaciones de la diferencial 

i . Invariación de la forma de la primera diferencial. En la parte 
final del § 2 hemos establecido que para el caso cuando el argumento 
x es variable independiente, la diferencial de la función y — ¡ (x) se 
determina por la fórmula 

dy — /' (x) di. (5.39) 

En este punto demostremos que la fórmula (5.39) es universal y 
válida no sólo en el caso cuando el argumento x es variable inde¬ 
pendiente sino también cuando el mismo argumento x es función 
diferenciable de una nueva variable t. La propiedad mencionada 
de la diferencial de la función suele llamarse i nvanación de su forma. 

Así pues, sea dada una función y = / (x) diferenciable en un 
punto x cuyo argumento x es función diferenciable x = ¡p (t) del 
argumento t. En este caso, podemos considerar y como la función 
compuesta y — ¡ Iqi (<)l del argumento í y x, como el argumento in¬ 
termedio. En virtud del teorema 5.5 la derivada de y respecto a í se 
determina por la fórmula 


y' = /' (*) ?' (*)• 


(5.40) 
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Puesto que la variable t puede considerarse como independiente, las 
derivadas de las funciones x = <p (í) e y = f |<p (í)l respecto al argu¬ 
mento t son iguales a las razones de las diferenciales de estas funciones 
y dt (según lo establecido al final del § 2), o sea, 

v' (') = -£-. y' -=</(¥«)»'=-£. 

Poniendo estos valores de las derivadas en la fórmula (5.40), le da¬ 
remos la forma do 

■fr- /•(*)#• < 5 - 41 > 

Multiplicando los dos miembros de la igualdad (5.41) por di, para 
dy obtenemos la expresión (5.39). Por tanto, queda demostrada la 
invariación de la forma de la primera diferencial de la función, es 
decir, queda demostrado que, tanto en el caso cuando el argumento x 
es variable independiente, como en el caso cuando el propio x es función 
diferenclable de otra variable, la diferencial dy de la función y = f (x) 
es igual a la derivada de esta función multiplicada por la diferencial 
del argumento dx. 

En otras palabras, la propiedad do la invariación de la diferen¬ 
cial puede enunciarse del modo siguiente: la derivada de la función 
y “ / (*) es siempre *) igual a la razón de la diferencial de esta función 
dy y la diferencial del argumento dx, o sea, 

/'(*> =-37- (5-42) 

La igualdad demostrada (5.42) nos permite emplear a continuación 
la razón dyldx para designar la derivada de la función y -•= / (a:) 
respecto al argumento x. 

Para concluir, observemos que después da haber demostrado la 
igualdad (5.42), la regla de diferenciación de la función compuesta 
toma la forma de la identidad simple: 


dy dy dx 
dt ~ dx dt ' 


(5.43) 


La forma sencilla adquiere también la regla de diferenciación de la 
función inversa: 

f 5 - 44 ) 

Sin embargo, subrayemos que las igualdades (5.43) y (5.44) no pueden 
considerarse como nuevos métodos para demostrar los teoremas 5.5 


•) Es decir, tanto en el caso cuando el argumento x es variable indepen¬ 
diente como en el caso cuando el propio x es función diferenciable de alguna 
otra variable. 
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válida la igualdad aproximada 

A y ss dy. (5.45) 

El error relativo*) de esta igualdad se hace cualquier pequeño que 
sea para Ax bastante pequeño. La fórmula (5.45) permite sustituir 
aproximadamente el incremento Ay de la función y = ¡ (x) por su 
diferencial dy. La ventaja de esta sustitución consisto en que la di¬ 
ferencial dy depende linealmente de Ax mientras, hablando en ge¬ 
neral, el incremento Ay es función más compleja de Ax. 

Teniendo en cuenta que el incremento de la función Ay se deter¬ 
mina por la fórmala (5.1) y la diferencial dy. por la fórmula (5.14), 
daremos a la igualdad aproximada (5.45) la forma siguiente: 

/ (x + Ax) — / (x) as /' (x) Ax 
ó 

/ (x + Ax) as f (x) + /' (x) Ax. (5.46) 

Según la fórmula (5.46), para los valores del argumento próxi¬ 
mos a x (o sea, para Ax pequeños) la función / se sustituye aproxima¬ 
damente por una función lineal. 

En particular, de la fórmula (5.46) se puede obtener una serie de 


fórmulas aproximadas ya conocidas (véase el § 4). 

/ (x) = (i + x) 1 '", x = 0, obtenemos que 

Así, poniendo 

(1 + Ax)'f"« 1 +A xlrt. 

Tomando / (x) = son x, x = 0, obtenemos 

(5.47) 

sen Ax m Ax. 

Haciendo /(*)=«*, x = 0, obtenemos 

(5.48) 

e 4 * » 1 - 1 -Ax. 

Tomando f (x) = ln (1 -)- x), x = 0, obtenemos 

(5.49) 

ln (1 + Ax) as Ax. 

(5.50) 


Cada una de las igualdades (5.47)—(5.50) es válida con exactitud de 
hasta una infinitesimal de orden superior que Ax. 

Las igualdades (5.47)—(5.50) en la forma de estimaciones exactas 
ya fueron establecidas en la parte final del § 7 del cap. 4. 

•) El error relativo de la igualdad (5.45) se determina por la razón 
Notemos que, según la definición de la diferencial. Ay -— dy = O (Az). 
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§ 10. Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 

1. Concepto de derivada de n-ésimo orden. Como hemos notado 
en el p. 2 del § 1, la derivada /' (x) de la función y = / (x), definida 
y diferenciable sobre el intervalo (a, b ), es también función definida 
sobre el intervalo (a, b). Puede ocurrir que la propia función /' (x) 
es diferenciable en cierto punto del intervalo (a, 6), o sea, tiene deri¬ 
vada en este punto. Entonces, la derivada mencionada se denomina 
segunda derivada (o derivada de segundo orden) de la función y ~ 
= I (x) en el punto x y se denota por el símbolo /< a) (x) ó y m (x)*). 

Después de haber introducido el concepto de segunda derivada 
se puede introducir sucesivamente el concepto de tercera derivada, 
luego, de cuarta derivada, etc. Si suponemos que ya hemos intro¬ 
ducido el concepto de (n — l)-csima derivada y que esta última es 
diferenciable en cierto punto x del intervalo (a, b), o sea, tiene deri¬ 
vada en este punto, entonces, la derivada mencionada se denomina 
n-ésima derivada (o derivada de n-ésimo orden) de la función y = 
= / (x) en el punto x y so denota por el símbolo /<"> (x) ó y ,n) (x). 

De este modo, introducimos el concepto do n-ésima derivada por 
inducción, pasando de la primera derivada a las sucesivas. La rela¬ 
ción que determina la n-ésima derivada tiene la forma 

y" — ly n-, r• (5-51) 

La función que sobre el conjunto dado {x} tiene derivada finita de orden 
n suele llamarse n veces diferenciable sobre este conjunto. En la física, 
ol concepto de las derivadas de órdenes superiores se aplica en muchos 
casos. Aquí nos limitemos a señalar el sentido mecánico de la se¬ 
gunda derivada. Si la función y = f (x) describo la loy del movimien¬ 
to del punto material por la línea recta, entonces, como ya lo sabe¬ 
mos, la primera derivada /' (x) es la velocidad instantánea del punto 
móvil en el momento del tiempo x. En este caso, la segunda derivada 
/(*> (x) es igual a la velocidad de variación de velocidad, o sea, es igual 
a la aceleración del punto móvil en el momento do tiempo x. 

Observemos que los métodos de calcular derivadas de órdenes 
superiores presuponon los hábitos para calcular solamente derivadas 
de primer orden. Como ejemplo calculemos las derivadas de n-ésiraa 
orden de algunas funciones elementales más simples. 

2. n-ésimas derivadas de algunas funciones. I o . Calculemos la 
n-ésima derivada de la función potencial y = x® (x > 0, a es cual¬ 
quier número real). Diferenciando sucesivamente, tendremos 

y■ = ax“-\ = a (a - 1) x a ~ t , 

!/<’> = a (a - 1) (o - 2) X a- *, ■ • • 

•) La segunda derivada de ta función y=l(x) se denota también por el 
símbolo !’(z) o y'(i). 
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De aquí, es fácil entender la ley general 

(*“)'"> = a (a — 1) (a — 2) ... (a — n + 1) x“‘ n . 

La demostración estricta de esta ley se realiza fácilmente por el 
método de inducción. 

En caso particular, a = m, donde m es número natural, obte¬ 
nemos 

(x")( m > = mi, (*”■) < n > = 0, si n > m. 


De este modo, la n-ésima derivada del polinomio de orden m es 
igual a cero cuando n > m*). 

2°. Luego, calculemos la n-ésima derivada de la función expo¬ 
nencial y = a* (0 < a 1). Diferenciando sucesivamente, ten¬ 
dremos 

y' — a 1 ln a, ■= a x ln s a, i/ 3 ' = a* ln s a, . . . 

La fórmula general que se establece fácilmente por el método de 
inducción, tiene la forma 


En particular, 


(o 1 ) <"> = a x ln" a. 


(e*) <"> = e*. 

3 o . Calculemos la n-ésima derivada do la función y = sen x. La 
primera derivada de esta función puede escribirse en la forma y' = 
= eos x = sen (x + ji/ 2). De este modo, la diferenciación de la fun¬ 
ción y — sen x suma al argumento de esta función el valor jt/2. De 
aquí obtenomos la fórmula 


(sen *)<"> = sen (x + nn/2). 

á°. De manera completamente análoga se deduce la fórmula 
(eos x) m = eos (z -r nn/2). 

5 o . Para concluir, calculemos la n-ésima derivada de la llamada 
función lineal fracclonal y = ax + blex -j- d, donde a, b, e y d son 
ciertas constantes. Diferenciando sucesivamente esta función, ten¬ 
dremos 


alcz+ £+T +b) -«*-*><«+*>-. 

y<‘> = (ad—bc) (—2) (ex + d)-»c, 

</<’> = (ad- be) (-2) (-3) (ex + d)‘ c s , . . . 


. a A * mism ° l 'e™p0. empleamos también la siguiente fórmula evidente 
\Au (x) + Bv (x)|< n > = *4u< n > (x) Bvi n ) (x), donde A y B 9on constantes. 



__ § 10. Derivadas y diferenciales de órdenes auperioras _173 

Es también fácil establecer la ley general 

yin, = ( ) <B) = ( a d-bc)(- 1)"-' ni (ex + d)-< n -'' c"-< 

que puede argumentarse por el método de inducción. 

3. Fórmula de Leibniz para la n-ésima derivada del producto de 
dos funciones. Mientras la regla establecida anteriormente para 
calcular la primera derivada de la suma o la diferencia de dos fun¬ 
ciones ( u di v)' — u' ± v se transfiere fácilmente (por ejemplo, por 
el método de inducción) al caso de la n-ésima derivada (u ± v) 1 ”’ = 
= iz ( "> ± y< B >, surgen grandes dificultades para calcular la n-ésima 
derivada del producto de dos funciones uv. 

La regla correspondiente se llama / órmula de Leibniz y tiene la 
forma siguiente: 

(uy)< B > = u<"> v 4 C n u n - 1 v' + Ciu»"-*» t/ J > 4- 

-i ié*' + . . . + utA n >. (5.52) 

Es fácil darse cuenta de la ley según la cual se construye el miem¬ 
bro derecho de la fórmula de Leibniz (5.52): éste coincide con La ¡ór¬ 
mula del desarrollo del binomio (u + v) n con la particularidad de que 
en vez de las potencias de u y v se ponen las derivadas de órdenes co¬ 
rrespondientes. So hacen más parecidos si en lugar de las propias fun¬ 
ciones u y v se escriben respectivamente n* 01 y i/ 0) (o sea, si la pro¬ 
pia función se considera como la derivada de orden nulo). 

Demostremos la fórmula do Leibniz por el método do inducción. 
Si n = 1, la fórmula toma la forma (uv)' = u'v + uv’, lo que coin¬ 
cide con la regla de diferenciación dol producto de dos funciones 
establecida anteriormente (en el § 3). Por eso, al suponer la validez 
de la fórmula (5.52) para cierto número n, basta demostrar su vali¬ 
dez para el número siguiente n +1. Asi pues, sea que para un nú¬ 
mero n la fórmula (5.52) es válida. Diferenciemos esta fórmula y 
unamos los sumandos situados en el miembro derecho de tal modo 
como se da a continuación: 

(un)'"'*» = u'"*‘>y + |C* u' n, o' +-CU< n| o'] 4- 

4- 4- ttu< n -'>y«>] + 

4- + Ot"-»!/ 3 ») + ... 4- uo" 1 * 1 '. (5.53) 

(Hemos empleado el hecho de que 1 = C¡¡.) De las matemáticas 
elementales sabemos que para cualquier número k no superior a n 
es válida la fórmula*) 

CÜ4-CÜ- , =CS +1 . 


•) Además, la fórmula se verifica elementalmcntc. 
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Empleando esta fórmula, podemos escribir la igualdad (5.53) del 
modo siguiento: 

(iu>)<"*» = u<"*»i>4- Ci.íU'-V +C?..,u< n -<>t' í > + .. .ui/"*». 

Por lo tanto queda demostrada la validez de la fórmula (5.52) 
para el número (re + 1). La deducción de la fórmula de Leibniz ha 
terminado. 

ejemplo i. Calculemos la n-ésima derivada de la función y = 
= x 2 eos x. Empleemos la fórmula de Leibniz, poniendo u = eos x, 
v — x 2 . En este caso, para cualquier número k, u <k> = eos (x 4 
4- kn/2), v' = 2x, i¿*> = 2, = t/ l > - . . . = 0. Obtenemos 

y" = x 1 eos (x + ren/2) -f- 2nz eos Ix 4 (re — 1) n/21 4- 

4- n (re — 1) eos |x 4- (re — 2) n/21- 

ejemplo 2 . Calculemos la re-ésima derivada de la función y = 
= j 3 e J . Empleemos la fórmula de Leibniz. poniendo u = e x , v ■*= x*. 
Entonces, para cualquier número k, re l *> — é c , v' — 3z s , t/*'> —■ 6z, 
v 3 =6, i>< 4) = t ,<51 = ... =0. Obtenemos 

y" = (jr* 4 - 3nz* 4 3n (re — 1) z + re (re — 1) (re — 2)) é*. 

Los ejemplos considerados muestran que la fórmula de Leibniz 
es especialmente eficaz en el caso cuando una de las dos funciones 
multiplicadas tiene solamente un número /tnlto de derivadas diferentes 
de cero. 

4. Diferenciales de órdenes superiores. En los razonamientos dol 
presente punto empleamos el símbolo 6 a la par con el símbolo d 
para designar la diferencial (es decir, escribiremos los símbolos óz 
y óy en vez de dx y dy donde es conveniente). 

Supongamos que la función y = / (z) es diferencinble en cierto 
entorno del punto x 0 . Entonces, la primera diferencial dy de esta 
función tiene la forma*) dy = f‘ (x) dx y es función de dos varia¬ 
bles: del punto z y de la magnitud dx. 

Supongamos adicionalmente que la función f (x) es también di¬ 
ferenciare en el punto x 0 y que la magnitud dx tiene un mismo va¬ 
lor fijado para todos los puntos z en el entorno considerado dol pun¬ 
to x 0 . 

Haciendo estas suposiciones existe la diferencial de la función 
dy — /' (z) dx en el punto x 0 que so denotará por el símbolo ó (dy) 
con tal que la última diferencial se determina por la fórmula 
ó(dy)r=ó[/' (x)rfxj!,_ = [/' (x)dz]'|„,„ = óx = /'(x 0 )dxÓx. (5.54) 

Definición. El valor ó (dy) de la diferencial de la primera diferen¬ 
cial dy tomando para Óz = dxse denomina segunda diferencial de 
la función y — f (x) (en el punto x„) y se denota por el símbolo <T- y. 

•) Véase el p. 1 del § 9, la fórmula (5.39). 
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De la fórmula (5.54) y de la definición de la segunda diferencial 
se desprende que 

<*** = /'(*.) (<**)*• (5.55) 

Observemos que como consideramos fijada la magnitud «ir, de 
la definición de la segunda diferencial se desprende directamente 
que la segunda diferencial de la variable independiente d?x es igual 
a cero. 

De manera completamente análoga, se definen sucesivamente las 
diferenciales de órdenes superiores. Suponiendo que la derivada de 
orden (n — 1) de la función y — f (x) es diferenciable en el punto 
x 0 (es decir, suponiendo que la función y = / (x) tiene derivada de 
orden n en el punto x 0 ) definemos la diferencial de n-ésimo orden d" y 
de la función y = / (x) (en el punto x 0 ) como la diferencial ó (d*~'y) 
de la diferencial de ( n — l)-ésirao orden d"~'y tomada para óx = dx. 

Para la diferencial de n-ósimo orden d" y, por el método de induc¬ 
ción se establece fácilmente la fórmula 

d n y = /<’•> (x„) (dx) n . (5.56) 

En efecto, para n = 1 y n = 2, la fórmula (5.56) es válida. Su¬ 
pongamos que es también válida para un número (n — 1), o sea, 
supongamos que d"-'y = / B -‘ (x) («£r) n * 1 . 

Entonces, según la definición de d", obtenemos*) 

d"y = ó (d"-‘y)l tx ^ z ~ 6 1 /'"-» (x) (d*r'||»«-*i = 

=n (*) (¿*)-' 6* u«-4«= r> <*> (<**)". 

es decir, la validez de la fórmula (5.50) queda establecida. 

De la fórmula (5.58) se desprende la siguiente expresión para la 
derivada do orden n: 

/«">(*)«-jgr. (5.56') 

Es muy importante notar que, para n>l, las fórmulas (5.56) 
y (5.56') son válidas, hablando en general, si. y sólo si, x es variable 
independiente (es decir, la segunda y las siguientes diferenciales no 
poseen la propiedad de invariación de la forma). 

Para cerciorarse de esto, consideremos el cálculo do la segunda 
diferencial de una función (dos veces diferenciable) y — j (x). su¬ 
poniendo que la variablo x os función dos veces diferenciable de un 
argumento t. Empleando la igualdad (5.39) y la fórmula Ó (uv) = 


) Omitimos el índice O del punto 



176 _ Cap, 5. Fundamentos del cálculo diferencial _ 

= v6u + u6v, obtenemos: 

<Py = 6 ( dy ) | Sx - dx = 61 /' (x) dx\ | 4x _ dx = 

= {dx6[/' (x)] +/' (x) 8 (dx)} I « x — dx = ldx • /' (x) 6x) | t, z =dx 4- f (x) d*x. 

Así puos, tPy = /' (x) (di)* -+■ /' (x) d-j. 

La última fórmula se diferencia de (5.55) en el término adicio¬ 
nal /' (x) d 2 x que, hablando en general, uo es igual a cero. 

§ II. Diferenciación de una funcióu dada 
en forma paramétrica 

En este párrafo examinemos los métodos para calcular las deri¬ 
vadas de las funciones dadas en forma paramétrica. 

Sean x e y dadas como funciones de un parámetro t: x = <p (í), 
y = ip (í). Además, suponemos que las funciones <p (f) y ip (t) tienen 
número necesario de derivadas respecto a la variable t en el campo 
considerado de variación de esta variable. Suponemos también qui¬ 
en el entorno del punto considerado la función x = ip (í) tiene la 
función inversa t = rp- 1 (x)*). La última suposición da la posibili¬ 
dad de considerar y como la función del argumento x. 

Plantoomos el problema de calcular las derivadas de y respecto 
al argumento x. Nos ponemos de acuerdo denotar estas derivadas 
por los símbolos 

xi, jfiS, y&, ... 

En virtud de la propiedad de invariación de la primera diferen¬ 
cial podemos escribir**) 

y'x = -^~. dy=*W)dt, dx = <p' (í) dt. (5.57) 

De estas fórmulas obtenemos la siguiente expresión para la primera 
derivada: 

V ' x "Í&- (5 ' 58> 

De manera análoga se calculan las derivadas de órdenes superiores. 
Así, para calcular la segunda derivada p m x 2 es suficiente represen¬ 
tarla en la forma 

y< S—í£L 


*> Eso so garantiza por la oxisteneia de la primera derivada tp' (<) dife¬ 
rente de coro en un entorno del punto considerado t (véase el p. 4 acl § 2 del 
cap. 6, tomo 2). 

**) En esto caso tomamos dy y di en un mismo punto t pora un mismo dí. 
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y emplear la fórmula (5.58), la tercera fórmula de (5.57) y la regla 
de diferenciación del cociente. 

ejemplo. Calcúlese la primera y la segunda derivadas de la fun¬ 
ción dada paramétricameute: 

( x = <i (í_—sen t), 
l p = n(i — cosí), —oo<i<oo. 

La curva determinada por estas ecuaciones se denomina cicluide*). 
Obtenemos 

y'x = a ( i ,y — ctg y (< ¥= 2 nk, donde k es entero), 

u .y _ |ctg t/2\' = -1 

o(t—cosí) 4a sen* ti 2 ' 


*i La cicloide es la trayectoria do un punto fijo de la circunferencia que 
rueda sin deslizar por la linea recta. 
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Capítulo 6 

INTEGRAL INDEFINIDA 


En es le capítulo consideremos el problema de cómo se reconstruye 
la función por su derivada conocida. Ltfc, importancia de este proble¬ 
ma fue analizada en el cap. 1. 


§ 1. Concepto de función primitiva c integral indefinida 

1. Concepto de función primitiva. Entre importantes problemas 
de la mecánica figuran dos problemas, en ol primero de los cuales se 
determina la ley del movimionto del punto material por su veloci¬ 
dad dada, y en el segundo, la ley del movimiento y la velocidad del 
punto material por su aceleración dada*). 

Estos problemas llevan al problema matemático de hallar la 
función por su derivada dada. 

Pasemos a la consideración de esto problema. 

Definición. Una función F {x) se denomina función primitiva 
(o simplemente primitiva) de una función f (x) sobre un intervalo (a. b) 
si en cualquier puntos-del Intervalo (o. b). la función F (x) es diferen- 
ciable y tiene la derivada F' (x) igual a f (i). 

observación. So defino análogamente la primitiva de la función 
/ (x) sobre la recta infinita y una semirrecta abierta**). 

ejemplos. 1) La función F (x) ^ V • — es primitiva de la 
función / (x) =* — ^ __ sobre el' intervalo (—1, +1). puesto que 

en cualquier punto x de este intervalo 1 — x s )' --. 

2) La función F (x) = sen x es primitiva de la función f (x) = 
= eos x sobre la recta infinita (—oo, -foo). puesto que en todo 
punto x de la recta infinita (sen x)' — eos x. 

3) La función F (x) = In x es primitiva de la función f (x) = -i- 
sobre la semirrecta abierta x > 0, puesto que eu todo punto x de 
esta semirrecta (ln x)' =—. 


•) En vez de la aceleración del punto material puede prefijarse la fuerza 
que actúa sobre este punto (puesto que, según la segunda ley de Newlon, la fuer¬ 
za determina la aceleración de este punto). 

•*) En general, sobro cualquier conjunto(a) denso en si. Véase la definición 
del conjunto denso en sí en el § 3 del cap. 2. 
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Si F (a:) es primitiva de la función f (x) sobre el intervalo (a, ó), 
entonces, obviamente, la función F (x) + C, donde C es una constante 
cualquiera, es también primitiva de la función / (x) sobre el inter¬ 
valo (a, b). 

Lógicamente, surge la pregunta, cómo están relacionadas entre sí 
varias primitivas de una misma función / (x). Es válido el siguiente 
teorema fundamental. 

Teorema 6.1. Si F¡ (x) y (x) son cualesquiera primitivas de la 
junción f (x) sobre el intervalo (a. b), entonces, en todo este intervalo 
F¡ (x) — F.¿ (x) = C, donde C es una constante. 

En otras palabras, cualesquiera dos primitivas de una misma 
función pueden diferenciarse solamente en una constante. 

demostración. Hagamos <I> (x) = F¡ (x) — F, (x). Ya que cada 
una de las funciones F¡ (x) y F, (x) es diferenciable sobre el intervalo 
(a. 6), entonces, en virtud del teorema 5.3, la función d) (x) es tam¬ 
bién diferenciable sobre el intervalo (a, b) con tal que en todo este 
intervalo (D' (x) = F\ (x) — F' t (x) = / (x) — / (x) = 0. 

En el § 10 del cap 8. demostremos, sin emplear los resultados 
del presente capítulo») el siguiente teorema 8.13: si la función <J) (x) 
es diferenciable en todo el intervalo (a, b) y si en todo el intervalo 
<D' (x) = 0. entonces la función CD (x) es constante sobre el intervalo 
(a. b). 

Valiéndose de este teorema obtenemos que <I> (x) = F¡ (x) — 
— F 2 (x) = C = const lo que se requería demostrar. 

Corolario. Si (x) es una de las funciones primitivas de la función 
f (x) sobre el intervalo (a. b). entonces cualquier primitiva <D (x) de la 
función f (x) sobre el intervalo (a, b) tiene la forma tf> (x) = F (x) C, 
donde C es una constante 

2. Integral indefinida. 

Definición. El conjunto de todas las primitivas de la función dada 
1 (x) sobre el intervalo (a. b) se denomina integral indefinida de la 
función f (x) (en este intervalo ) y se denota por el símbolo 

$ /(*)<**• (6.1) 

El signo J se denomina signo de integral, la expresión / (x) dx se lla¬ 
ma expresión subintegral (integrando) y la propia función f (x), fun¬ 
ción subintegral (integrando). 

Si F (x) es una de las funciones primitivas de la función / (x) eu 
el intervalo (a, b ), entonces, en virtud del corolario del teorema 6.1, 

^ / (x) dx = F (x)+C (6.2) 

donde C es una constante cualquiera. 

*) Observemos que, sin perjudicar L comprensión de este libro, se puede 
leer los capítulos 6 y 7 después del cap. 8. Adelantamos los capítulos 6 y 7 para 
que el lector conozca mas répido posible la técnica de integración. 


12* 
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Cap. 6- Integral indefinida 


Subrayemos que si la primitiva (y, por tanto, la integral indefi- 
nida) de la función j (x) sobre el intervalo (a, b) existe, entonces la ex¬ 
presión subintegral de la fórmula (6.1) es la diferencial de cualquiera de 
estas primitivas. En efecto, sea F (x) cualquiera de las primitivas de 
la función / (x) sobre el intervalo (a. b), es decir, para todos los x 
del intervalo (o. b) F' (x) = / (x). Entonces / (x) dx — F' ( x) ríe = 
= dF. 

ejemplos 1) \ * — dx — |/“ 1 — x 2 + C en el intervalo 

J V 1—i 1 _ 

— 1<x< 1. puesto que la funcióu F (x) = V i — x 2 es una de las 


primitivas de la función / (x) = 


ynr: 


sobre dicho intervalo. 


2) ^ eos x dx = sen x + C sobre toda la recta — oo < x < oo, 


puesto que la funcióu F (x) = sen x os una de las primitivas de la 
función / (x) = eos x sobre toda la recta infinita. 

En este capítulo no vamos a examinar el problema de la existen¬ 
cia do primitivas (o integrales indefinidas) para amplias clases de 
funciones. Sólo notemos aquí que en el § 7 del cap. 1 del lomo 2 de¬ 
mostraremos que para cualquier función f (x) continua sobre el inter¬ 
valo (a, b) existe función primitiva (así como la integral indefinida) en 
este intervalo. 

La operación de hallar la primitiva o la integral indefinida (de 
la función / (x) suele llamarse integración (de la función / (x)). * 

3. Propiedades fundamentales de la integral indefinida. Ante todo 
señalemos dos propiedades que se desprenden directamente de la 
definición de la integral indefinida: 


I o . d $ /(x) dx = f(x)dx. 

2 o . J dF (x) = F(x)+C. 

La propiedad 1° significa que los símbolos ti y ^ se reducen mu¬ 
tuamente si el símbolo de la diferencial está delante del símbolo de 
la integral. 

La propiedad ¥ significa que los símbolos ^ y ti se reducen mu¬ 
tuamente si el símbolo de la integral está delante del símbolo de la 
diferencial, pero, en este caso, hay que adicionar a F (x) una cons¬ 
tante arbitraria C. * 

Para establecer la propiedad l" baste lomar la diferencial de 
ambos miembros de la fórmula (6.2) y tener en cuenta que dF (x) = 
= F' (x) dx = /' (x) dx. 

Para establecer la propiedad 2° es suficiente emplear la igualdad 
dF (x) — / (x) dx en el miembro izquierdo de (6-2). 
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J.as dos propiedades siguientes suelen denominarse propiedades 
lineales de la integral: 

3°. J \f(x)±g(x)\dx^-- J /(x)dx± $g(x)dx. 

4°. $ [Af{x))dx*=A $ /(x)rfx (A = const). 

Subrayemos que en las fórmulas 3° y 4‘ la igualdad tiene carácter 
convencional: ésta debe comprenderse como la igualdad de los 
miembros derecho e izquierdo con exactitud de hasta un sumando 
constante arbitrario (lo que se comprende, ya que cada una de las 
integrales de las fórmulas 3 o y 4' se determina con exactitud de hasta 
un sumando constante arbitrario). 

Ya que dos primitivas de una misma función pueden diferenciar¬ 
se solamente en una constante, entonces, para demostrar la propiedad 
3". basta demostrar que si F (o:) es primitiva de / (x) y G (x), primiti¬ 
va de g ( x ). entonces. la función I F ( x) ± G (x)l es primitiva de la 
función / (x) ± g (x). Lo último se desprendo directamente de que 
la derivada de la suma (algebraica) de funciones es igual a la suma 
de las derivadas de estas funciones, es decir, \F (x) — G (x)Y = 
“ F' (x) ± G' (x) — / (x)± g (x). Análogamente se demuestra la 
propiedad 4 o . En este caso se emplea la igualdad [AF{x)‘\^ AF' (x) = 
« Af (*). 

4. Tabla de las integrales indefinidas fundamentales. En el cap. 5 
hemos obtenido la tabla do las derivadas de las funciones elementa¬ 
les más simples (véase el § 8 del cap. 5) que es el aparato do cálcu¬ 
lo para el cálculo diferencial. Toda fórmula de esto tabla, en la 
cual una u otra función F (x) tieno derivada igual a / (¡r), nos lleva 
en virtud de la definición de la integral indefinida, a la fórmula co¬ 
rrespondiente del cálculo integral 

$ j(x)dx~F(x) + C. 

De este modo, confeccionamos la siguiente tabla de las integra¬ 
les indefinidas fundamentales: 

1°. $ 0 dx = C. 

2» $ l-dx = x-|-C. 

3». x«dx=-^i + C (o=?t — 1). 

4°. $ -£- = ln |*|+C (x^O). 

5 o . J a*dx = j¡^- + C (0<a=5¿=l), ^ e x dx — e x + C. 

6 o . ^senxdx=—cosx + C’ 
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7°. ^ cosx<fx = senx-(-C. 

8°- 5 WT = S (l + tg * a:)cí - C:=tg ' E+C dondo 

n = O, ±1, .. . ) . 

9 o . ^ ~ 3 ¿n»j = ^ ^ + ctg 2 *) dx = — ctg í + C(iit nn, donde 

n = 0, ±1. ...)■ 

S j, í arcsec x 4- C, 

?rrl— i.+í <-ic<i>. 

dx | arclg x + C, 


S TÍ 


12°. $ 


-i 1 

dx 


-arcctg x + C. 

. — ln |x + |/’x*"’±T| + C (si el signo es —, 

y z‘± i 

I * I > i). 

13 “- S T^r = T ln |TÍf| + c 

A estas fórmulas pueden también agregarse las fórmulas corres¬ 
pondientes para las funciones hiperbólicas: 

14°. J shsdx» chx + C. 

15°. J chxdx —shx + C. 

16 °- 5 T^r =thar+C - 

17 °- i TPT7- - Cthx + c (1^0). 


Hagamos observaciones respecto a las fórmulas 4, 12 y 13. La 
fórmula 4 es válida para cualquier intervalo que no comprende 

x=0. En efecto, si x>0, entonces, de la fórmula (lnx)'= — 
deducimos que ^ ~ = lnx-i-C, y si x<0, entonces, de la fór¬ 
mula [ln ( — x)l' = -y deducimos que ^ ■— = ln (— x) + C. Por lo 

tanto, la fórmula 4 se verifica para cualquier i^O. 

Las fórmulas 12 y 13 ocupan posición exclusiva en nuestra tabla 
puesto que no tienen fórmulas análogas entre las fórmulas de la 
tabla de las derivadas. 

Sin embargo, para comprobar las fórmulas 12 y 13 basta cercio¬ 
rarse de que las derivadas de las expresiones de los miembros de¬ 
rechos de estas fórmulas coinciden con las funciones subintegrales 
correspondientes. 
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Nuestro objetivo es completar la tabla de las integrales indefini¬ 
das con los procedimientos y métodos de integración. Pero antes de 
realizarlo, hagamos una observación importante. 

En el § 7 del cap. 4 hemos introducido el concepto de la función 
elemental y en el p. 3 del § 8 en el cap. 5 hemos establecido que la 
derivada de cualquier función elemental es también función elemen¬ 
tal. En otras palabras, hemos establecido que la operación de dife¬ 
renciación no nos deja salir de la clase de funciones elementales. 

Notemos en seguida que con la operación do integración no pasa 
lo mismo. So puede demostrar que las integrales de algunas funciones 
elementales ya no son funciones elementales. Pueden servir de ejem¬ 
plo las siguientes integrales: 


'■•i 

g-x*dX' 

2 °. i 

I eos (x z ) di. 

3° Í 

| sen (i 2 ) di. 

4°. < 

¡ TT7 V<* + i) 

:>\ ' 

¡ “S-** 0) 

0°. ’ 



Cada una de las integrales mencionadas no es /unción elemental. 
Dichas funciones no sólo existen en realidad*), sino desempeñan 
gran papel en varios problemas de la física. Así, por ejemplo, la 
integral 1, llamada integral de Poisson o integral de errores, se usa 
ampliamente en la física estadística, en la teoría de la conductibili¬ 
dad calorífica y la difusión, las integrales 2 y 3, llamadas integrales 
de Frenel, se emplean ampliamente en la óptica. En las aplicaciones 
se encuentran también con frecuencia las integrales 4—6, la primera 
de las cuales se denomina logaritmo integral y las dos últimas, coseno 
y seno integrales. 

Para todas nuevas funciones enumeradas (integral do Poisson, 
integrales de Frenel, logaritmo integral, coseno y seno integrales) 
están hechas las tablas y gráficos. 

Va que estas funciones tienen importancia en las aplicaciones, 
fueron examinadas tan completamente como las funciones elemen¬ 
tales más simples. En general, cabe subrayar que el concepto de la 
función elemental más simple es de carácter convencional 

*) Ya hemos notado que en el § 7 del cap. t del tomo 2 demostraremos la 
existencia de la integral indefinida para cualquier función continua. La existen¬ 
cia de tas integrales 1—6 so garantiza por la continuidad de las funciones sub- 
iiitegrolcs. 
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§ 2. Métodos fundamentales de integración 

1. Integración por cambio de variable (por sustitución). El cam¬ 
bio de variable es uno de los procedimientos más eficaces de inte¬ 
gración. Se basa en la siguiente afirmación elemental. 

Sea que la función t = y (z) está definida y es diferenciable sobre 
cierto conjunto (i)*) y sea {t} conjunto de los calores de esta función. 
Luego, sea que para la función g (1) existe la función primitiva C (í) 
sobre el conjunto (¡}, es decir, 

\ g(t)dt=G(t) + C. (0.3) 

Entonces, sobre todo el conjunto (j). para la función g (<p (x)l ip'M 
existe la función primitiva igual a G l<p (x)l es decir, 

$ *M*))<p'M¿r-CM*)l+C- (6.4) 

Para demostrar asta afirmación es suficiente emplear la regla de 
diferenciación de la función compuesta**) 

-^{C|cp(i)|) = C' |qM|tp' (*) 

y tener en cuenta que. según la definición de la primitiva, G' (t) = 
= g (t). Ahora, supongamos que se necesita calcular la integra) 

\ f(x)dx. (6.5) 

En algunos casos se logra escoger, como nueva variable, una función 
diferenciable t — <p (xj tal que tiene lugar la igualdad 

Hx) = g l<P M1 1' M (6.6) 

con tal que es fácil integrar la función g ( t), es decir, calcular la 
integral 

\ g(t)dt=G(t) + C. 

La afirmación demostrada anteriormente permite escribir la si¬ 
guiente fórmula para la integral (6.5): 

J/Máx = G[q.M|+C. (6.7) 

Este procedimiento de calcular la integral (6.5) se denomina inte¬ 
gración por cambio de variable. 

Naturalmente, este procedimiento no se aplica a toda integral. 
Además, cabe subrayar que la elección correcta de la sustitución 


*) Este conjunto es intervalo o segmento, o bien semirrecta o recta infinita. 

**) Véase el § 7 del cap. 5. 
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depende, en modo considerable, de la habilidad del que calcula. 
Aducimos algunos ejemplos que ilustran el método expuesto. 

I o . Calcúlese ^ eos 2x dx. Para calcular esta integral, debemos 

hacer la sustitución más simple t — 2x, dt — 2dx. Como resultado 
de este cambio, obtenemos 

J eos 2x di — J -i- eos tdt = 4" sen t + C = sen 2i + C. 

2°. Calcúlese ^ ~¡rp7 • Esta ¡ ,lte í?ral se calcula empleando la 

sustitución t — x+a, dt = dx. 

En este caso obtenemos 

S ií- = ln|f|+C=ln|x+a|+C <**fc-a). 

3 o . Calcúlose ^ e 004 » sen x dx. Es fácil ver que esta integral 

se calcula haciendo la sustitución < = cosx. 

En efecto, en este coso dí =—sen x dx y 

J e co>* S0I1 x dx^ _ ^ e' di = — e' + C = — <r co "‘+C. 

4 o . Calcúlese ^ jarctg^» 

• dx. Para calcular esta integral es 
conveniente hacer la sustitución í = arctgx. En efecto, con esta 


sustitución dt—- 
(arctg*) 1 * 1 , , 


(arctg j)‘°° 


{,00 ‘“ = Tür + C = 


¡Y . Calcúlese ^ (7x — $)* m dx. Naturalmente, se puede reducir 

esta integral a la suma do tres mil integrales de tabla escribiendo la 
función subintegral según la fórmula del binomio de Newton. Es 
incomparablemente más simple hacer la sustitución t = 7x — 9, 
dt « Idx. Como resultado, obtenemos 

J (7*-9,-d* = ± J A + C-JZ^+C. 

0 o . Calcúlese ^ c ^ x . Para hallar la sustitución que permite 
calcular esta integral, la escribimos en la forma 
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Está claro que luego debemos poner í= sena:, dt = eos x dx. Como 
resultado, obtenemos 


7°. Calcúlese jj • Es conveniente liacor la sustitución 

t = (2x)‘, dt = G4x 3 dx. En este caso 

C < T di _ antgj_ arc-tg (2 j)* „ 

i (2i)* + l “ «4 J <>+1 — 64 64 

8°. Calcúlese ^ (T ». ^1)1/1 ■ Eara calcular esta integral, es con¬ 
veniente hacer la sustitución trigonométrica t = arctg — , x = a tg t, 


Después de realizarla, la integral toma la forma 

S = 7 S cmtdt—2£!- + C- 

_ t<t 1 i. c =r x 4- c. 

a 1 Vl + tg* * «* V* , + 0 * 

9°. Calcúlese J (a* — **) 1 ;*" ' '' í l u ‘ 03 conveniente hacer la sus¬ 
titución t — aresen xla, í = o sen t, dx — a eos t dt. En este caso 
f dx t f di im , 

J <»*-«*>»/* “"y ) - ~ +C - 

1 sen / , _*_j r 

1/1-sen* ( ’ a'Va'-x* 

10°. Calcúleso J j/' * dx. Paro calcular esta integral es 
conveniente hacer la sustitución 2í ■= árceos -y-, x = a eos 2i, 
dx = —2 a sen 2f di. Obtenemos 

J j/" dx = — 4a ^ eos 5 1 dt = 

= —4a $ (-Í- +-i-cos2í) dt = -2aí —2a $ cos2tdt = 

= — 2aí — asen2í + C = —a ^árceos-j--f ]/" 1 — (-y) J + C- 

2. Integración por partes. Entre los métodos muy eficaces de 
integración figura el método de integración por parles. Se basa en la 
siguiente afirmación. 
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Sea que cada una de las /unciones u (z) y v (z) es diferenciable sobre 
un conjunto {x} y, además, ezlste la primitiva de la junción v (x) u‘ (z) 
sobre este conjunto. Entonces, sobre el conjunto {z{ existe también la 
primitiva de la junción u (z)v' (x) con tal que es válida la fórmula 

J u (x) v' ( x) dz = u ( x ) v (x) — ^ v (x) u' (x) dx. (6.8) 

observación. La definición de la diferencial y la propiedad de 
invanación do su forma permiten escribir la fórmula (6.8) en la 
forma 

J udt> —u (x) v(x)— J vdu. (6.9) 

Para demostrar la afirmación enunciada, escribamos la fórmula para 
la derivada del producto de dos funciones u (x) y v (x) 

la (x) a (x)l' = u (x) v' (x) + a' (x) o (x). (6.10) 


Multipliquemos la igualdad (6.10) por dx y tomemos la integral de 
ambos miembros de la igualdad obtenida. Ya que, según la condi-* 

ción. para todos los x del conjunto (x) existe ^ o (x) u' (x) dx y 
J |u (x) v (x)]' di = u (x) v (x) f C (véase la propiedad 2° del p. 3 
del § 1), entonces, para todos los x del conjunto (x) existe también 
la integral ^ u (x) v (x) dx con tal que es válida la fórmula (0.8) (ó 
(6. 9)). 

La fórmula (6.{) permite sustituir el problema de calcular la in¬ 
tegral ^ u dv por el de calcular la integral ^ v da. En algunos casos 
concretos esta integral so calcula sin dificultad. 

El cálculo de la integral [ u dv aplicando la fórmula (6.9) se deno¬ 
mina integración por parles. Observemos que para aplicación concreta 
de la fórmula de integración por partes (6.9) es muy cómodo usar la 
tabla de las diferenciales escrita en el p. 2 del § 9 del cap. 5. 

Pasamos a considerar ejemplos. 

I o . Calculemos la integral /= J x" ln xdx (n^= — 1). Poniendo 
u = )nx, dv = x n dx y empleando la fórmula (6.9) obtenemos du = 

— — v— 

/= St lnx ~GTü l *" dx= 'ÍTC ( lni -7Tr) + c - 

2’. Luego calculemos la integral /= ^ x arctg x dx. Poniendo 
u = arctg x, dv = xdx y empleando la fórmula (6.9), tendremos 
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arcsen x, árceos x, arctg x, (arctg xf, (árceos z) 2 , ln q> ( 2 ), . . . (véa¬ 
se los ejemplos I o y 2“ anteriormente considerados). Para calcular 
Jas integrales del primer grupo, hace falta emplear la fórmula (6.9) 
poniendo, en ella, u (x) igual a una de las funciones anteriormente 
mencionadas*). 

2) El segundo grupo incluye las integrales de tipo 

. $ (a 2 + b) n eos (ex) dx, $ (ax + 6)" sen (£ 2 ) dx, $ (ax + b) n e“ dx, 

donde a, b, c son ciertas constantes, n es cualquier número positivo 
entero (véase anteriormente el ejemplo 3 o ). Las integrales del segundo 
grupo se toman aplicando n veces la fórmula de integración 
por partes (6.9) con tal que en calidad do u ( 2 ) hay que tomar 
cada vez (02 + b) en potencia correspondiente. Después de toda 
integración por partes esta potencia disminuye en la unidad. 

3) El tercer grupo incluye las integrales de tipo J e” 1 eos bxdx , 

J e ax sen bx dx, $ sen(ln 2 ) dx, ^ cos(ln 2 )dx, ... (véase el ejemplo 

4 o anteriormente considerado). Al denotar cualquiera do las integra¬ 
les de este grupo por / realizando dos veces la integración por partes, 
componemos la ecuación dol primer orden para /. 

Naturalmente, los tres grupos mencionados no incluyen todas las 
integrales, sin excepción, que se toman mediante la integración 
por parles. Aduzcamos los ejemplos de integrales que no entran en 
ninguno de los tres grupos enumerados, pero se calculan empleando 
la fórmula (6.9). 

5 o . Calculémosla integral 1 = J eos* i "' ® sla inl,! 8 l ' a ' 110 figura 
en ninguno de los tres grupos mencionados. Sin embargo, emplean¬ 
do la fórmula (6.9) y poniendo en ella u= 2 , do — coa , J , ob¬ 
tenemos du = dx. v = tg 2 , 


S , . f sen x di 

tg2 t fX = 2tgX-^ co8 —= 

= ztgx+ [ —= Jtgi+ln |cos x| + C. 

j COS X 

6 o . En fin. calculemos una integral muy importante para la 
exposición sucesiva K h = J , donde a = const, X. = 1, 2, .... 

Esta integral tampoco figura en ninguno de los tres grupos anterior- 


*) Si la tuncióu subiulegral comprende, on calidad del factor, (arctg *)’ 
(árceos 4*. .... hay que aplicar dos veces la fórmula do integración por par 

tos (6.0). 
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mente mencionados. Para calcular esta integral, establecemos para 
ella la fórmula recurrente que sustituye el problema de calcular 
K y por el de calcular K y . 

Se puede escribir (cuando A 1) 


W! 


a * dt 


«* J 


<t s + a s ) x 

- _L f dl 1 f , 2í di 

«* i (t*+a») x - 1 ’ 2a> J (<«+«») — 

= V A, -‘ — ‘S*’ J 




(t’ + » s ) x ' 

Para calcular la última integral, apliquemos la fórmula de inte¬ 
gración por partes (6.9) poniendo en ella u = t, -lííüffí. 

d*+«*r 

Obtenemos du = dl, v-- ~ 1 


(A—1) (l* + o*) x_ ' ’ 

f' i _ t _l_„ 

X ~ 2»*(A— 1)(I* + «*) x "‘ 2a«(A-t) **-«• 

De la última igualdad obtenemos la fórmula recurrente 


K, 


1 


Kx 2a* (A—t) «»)*•-' + u* (2 A — 21 K *+' (6 ’ 12 > 

Cerciorémonos de que la fórmula recurrente (6.12) permite calcular 

la integral K y para cualquier A = 2. 3.En efecto, la integral 

/f, se calcula de modo elemental 


I- f dt 1 f d 1 , 11 a) t t . „ 

K1 “ i li+ST = T ) TVJTfT - T arctg - + C. 


Después de haber calculado la integral K¡, poniendo en la fór¬ 
mula (6.12) A = 2, calculamos K 2 sin dificultad alguna. A su lugar, 
conociendo K 2 y poniendo, en la fórmula (6.12), A — 3, calculamos 
sin dificultad K y Si seguimos haciendo de este modo, calculamos 
la integral K y para cualquier A natural. 




Capítulo 7 

NÚMEROS COMPLEJOS. ALGEBRA DE POLINOMIOS. 
INTEGRACION EN FUNCIONES ELEMENTALES 


En el capítulo anterior hemos notado que, hablando en general, 
la integral indefinida de la función elemental no es función elemen¬ 
tal. No obstante, existen clases bastante amplias de funciones cuyas 
integrales son funciones elementales. (Estas clases de funciones se 
denominan integrables en funciones elementales.) El presente capítulo 
tiene por objeto examinar dichas clases de funciones. Puesto que 
entre clases de funciones mencionadas una de las fundamentales es la 
clase de las funciones racionales, ante todo debemos precisar nuestros 
conocimientos sobre los polinomios y las funciones racionales. Para 
eso, a su vez, es necesario precisar nociones do los números complejos. 

§ 1. Nociones de los números complejos 

Dos números reales x e y se denominan par ordenado si se indica cuál 
de estos números es primero y cuál, segundo. El par ordenado de los 
números reales x e y so denota por el símbolo (x, y). En primer lugar 
se escribe el primer elemento del par x. 

Se denomina número complejo el par ordenado (x, y) de números 
reales, el primero de los cuales x se llama parte real del número com¬ 
pleto, y el segundo y, parte imaginaria. 

Si la parte imaginaria y es igual a cero, nos ponemos de acuerdo 
identificar el par correspondiente (x, 0) con el número real x. Esto 
permite considerar el conjunto de todos los números reales como 
parte del conjunto de los números complejos. 

Dos números complejos z, — (x,, y,) y z 9 --- (x¡, y ,) se llaman igua¬ 
les si r, = x,. y¡ = y,- Se dice que el número complejo z = (x, y) 
es igual a cero si x = 0 c y = 0. 

Definemos las operaciones de adición y multiplicación de los nú¬ 
meros complejos. Ya que los números reales son parte del conjunto 
de los números complejos, estas operaciones deben ser definidas de 
tal modo que, siendo aplicadas a dos números reales, lleven a defini¬ 
ciones de la suma y el producto de números reales ya conocidas del 
§ 2 del cap. 2. 

Se denomina suma de dos números complejos z, = (x,, y,) y z¡ = 
= (**. y i) *1 número complejo z de tipo 

z — (x, 4- x„ y t + y ,). (7.1) 
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dos números complejos mencionados es el número complejo z do tipo 

- ■ M 

En las operaciones con los números complejos desempeña un pa¬ 
pel especial el número representable por el par (0, 1) y denotado 
mediante la letra i. Multiplicando este par por sí mismo (o sea, ele¬ 
vándolo al cuadrado), obtenemos, en virtud de la defiuición del pro¬ 
ducto de números complejos: 

(0, 1)(0. 1) = (—1, 0) = —1, o sea, i 1 = —1. 

Observando eso, podemos representar cualquier número comple¬ 
jo z = (x, y) en la forma 

2 — (x, y) = (x, 0) H- (0. y) = (x, 0) + (y, 0)-(0, 1 ) =* x + iy. 

A continuación, para el número complejo z — (x, y) usamos am¬ 
pliamente la representación z = x + iy. Al representar así este nú¬ 
mero y al considerar i como el factor cuyo cuadrado es igual a —1 
podemos realizar las operaciones con los números complejos de modo 
igual que se realizan con los polinomios algebraicos. 

El número complejo z — (x, —y) = x — ly suele llamarse con¬ 
jugado respecto al número complejo z — (x, y) — x iy. 

Es obvio que el número complejo es igual a cero si, y solo si, es 
igual a cero su número conjugado puesto que las igualdades x = 0, 
y = 0 son equivalentes a las igualdades x = 0, — y = 0. 

Para representar geométricamente los números complejos es con¬ 
veniente usar el sistema cartesiano rectangular de coordenadas. En 
este cuso el número complejo z — (x, y) se representa por el punto 


M de coordenadas (x, y) o el vector OM que va del origen de coor¬ 
denadas al punto M. 

Si los números están representados de esta forma, la adición y la 
sustracción de los números complejos se reduce a la adición y la 
sustracción de sus vectores correspondientes (lo que se comprende 
por las fórmulas (7.1) y (7.3)). 

Si a la par con el sistema cartesiano de coordenadas introducimos 
el sistema polar de coordenadas do tal modo que el polo esté en el 
origen O del sistema cartesiano y el eje polar sea dirigido a lo largo 
del sentido positivo del eje Ox, entonces, como se sabe, las coorde¬ 
nadas cartesianas (x, y) y las polares (p, 0) de cualquier punto M 
se relacionan por las fórmulas 
P= 

x = pcos 0, 1 
y = p son 0 ) 


0 = 


-ir. 

arctg-^- 


■ 0 , 


arctg -j- -f- ji sgn y six<0. 


(7.5) 


19-607 


SÍ X = 0. 
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Las fórmulas (7.5) llevan a la forma trigonométrica de representación 
del número complejo z = (x, y) 

z = (*, y) — x iy = (p eos 8. p sen 0) — p (eos 0 + i sen 8). (7.6) 

En la forma trigonométrica de representación (7.6) el número p se 
denomina módulo y el ángulo 0. argumento del número complejo. 
El argumento 0 no está definido unívocamente: en vez del valor 0 
se puedo tomar el valor 8 + 2nn (donde n = 0, ±1, ±2, . . .). 

Empleando la forma trigonométrica es cómodo realizar las ope¬ 
raciones de multiplicación y división de los números complejos. 
Sean dados dos números complejos arbitrarios 

2 , = (*i. 16) = (Pi cos0,. p, sen 0,) y 
2 , = (*». y,) = (p, eos 0,. p, sen 0,). 

Entonces, según la definición do la multiplicación (en virtud de 
la fórmula (7.2)), el producto de estos números tiene la forma 

2,-Zj “ (*i*2 — tfiPí. *ilfj + x *yi) = 

= (p,p, eos 0, eos 0 2 — p,p 2 sen 0, sen 0 2 , 
PiPj eos 0, son 0 2 + p,p 2 sen 0, eos 0 2 ) = 

= l(PiPs) eos (0, + 0j), (PiPj) sen (0, + 0,)1- (7.7) 

De la fórmula (4.7) deducimos de manera análoga que el cociente 

íi de dos números complejos z, = (x t , y,) = (p, eos 0,, p, sen 0,) y 
h 

Zj = (*,, y¡) = (pj eos O,, p, sen 0 2 ) tiene la forma*) 

-fH(-S-) cos (9|-°«)' (■£-) -(0,-0,)]. (7-8) 

De las fórmulas (7.7) y (7.8) deducimos que, al multiplicar dos nú¬ 
meros complejos, sus módulos se multiplican y sus argumentos se suman 
(al dividir dos números complejos, sus módulos se dividen y sus argu¬ 
mentos se restan ). Esta propiedad se transfiere sucesivamente al caso 
del producto de cualquier número finito de números complejos. En 
particular, si se multiplican n números complejos iguales (es decir, 
si el número complejo se eleva a la potencia n ), entonces 

(p eos 0, p sen 0) n = (p n eos 0n, p n sen 0»). (7.9) 

De la fórmula (7.9), cuando p = 1, obtenemos la llamada fórmula de 
Moivre **) 

(eos 0, sen 0)" = (eos 0n, sen 0n). (7.10) 


*) Al mismo tiempo se supone que el número complejo j. no es igual 
a cero, es decir, p, 0. 

••) A. De Moivre, matemático inglés de origeD francés (1667—1754). 




_ § 2- Polinomios algebraicos _195 

La fórmula (7.10) puede también escribirse de otra forma 

(eos 6 + 1 sen O)" = eos 0 n + í sen On. (7.11) 

Para concluir, observemos que el número complejo escrito en forma 
trigonométrica es igual a cero si, y sólo si, es igual a cero su módulo. 
De aquí y de que al multiplicar números complejos sus módulos se 
multiplican se desprende que el producto de varios números complejos 
es igual a cero si, y sólo si, es igual a cero por lo menos uno de los lec¬ 
tores. 

§ 2. Polinomios algebraicos 

1. Se denomina polinomio algebraico de grado n la expresión 
de tipo 

1 (z) — fftí" -1- e.z"-* + . . . + e n _,z + c„, (7<12) 

donde z = (x, y) — x -+- iy es número complejo variable y c # , Cj, ... 

. . ., c„ son ciertos números complejos constantes, el primero de los 
cuales es diferente de cero. Como se sabe, cualquier polinomio alge¬ 
braico de grado n puede dividirse «en columna» por otro polinomio 
algebraico de grado no superior a n. De este modo llegamos a la 
siguiente afirmación: cualesquiera que sean dos polinomios / (z) y q> (z) 
tales que el grado de <p (z) no es superior al de / (z), es válida la igualdad 
1 (z) = tp (z) q (z) + r (z). (7.13) 

donde q (z) y r (z) son ciertos polinomios con tal que el grado de q (z) es 
igual a la diferencia de los grados de los polinomios f (z) y <p (z), y el 
grado de r (z) es inferior al de >p (z). 

Al respecto de los polinomios / (z), q> (z). q (z) y r (z) que figuran 
en la igualdad (7.13) suelen aplicarse los términos bien comprensibles 
«dividendo», «divisor», «cociente» y «resto». 

Se dice que el polinomio f (z) se divide por el polinomio tp (z) si 
en la fórmula (7.13) obtenida por la división «en columna», el resto 
r (z) = 0. 

Nos ponemos de acuerdo llamar polinomio de grado nulo cual¬ 
quier constante compleja. Entonces, está completamente claro que 
cualquier polinomio se divide por un polinomio diferente de cero de 
grado nulo. Examinemos el problema de divisibilidad del polino¬ 
mio / (z) por el polinomio de primer grado (z — 6). 

Definición. El número complejo b se denomina raíz del polinomio 
f (z) si / (b ) es igual a cero. 

Teorema 7.1. El polinomio de grado nulo f (z) se divide por el bi¬ 
nomio (z — b) si, y sólo si, b es raíz del polinomio f (z). 

demostración Para los polinomios / (z) y ip (z) — (z — 6) escriba¬ 
mos la fórmula (7.13). Puesto que en esta fórmula el grado del resto 
r (z) debe ser inferior al grado del divisor <p (z) — z — b, entonces 
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r ( 2 ) es polinomio de grado nulo, o sea, r ( 2 ) = e = const. De este 
modo, la fórmula (7.13) toma la forma 

1 ( 2 ) ■= (z - b)-q ( 2 ) + e. (7.14) 

Poniendo, en la fórmula (7.14), 2 = 6 , hallemos que c = / (b). Por 
definición, / ( 2 ) se divido por z — 6 si, y sólo si, el resto de la fór¬ 
mula (7.14) c = / (ó) es igual a cero, o sea, si, y sólo si, b es raíz de 
f (z). El teorema queda demostrado. 

2. Lógicamente, surge la pregunta, si tiene raíces todo polino¬ 
mio algebraico. La respuesta da el teorema fundamental del álgebra*)-, 
lodo polinomio de grado no nulo tiene al menos una raíz. 

Basándonos en este teorema, demostremos que el polinomio alge¬ 
braico de grado n tiene exactamente n raíces**). En efecto, sea / ( 2 ) 
polinomio de grado n. Según el teorema fundamental del álgebra. 
f(z) tiene al menos una raíz b t . o sea, para / (z) es válida la fórmula 
/(z) = (z- /»,)/, ( 2 ). (7.15*) 

donde mediante /, ( 2 ) se denota cierto polinomio de grado (re — 1 ) 
Si re =* i, entonces, según el teoroma fundamental del álgebra, /, (z) 
tiene al menos una raíz b ,, o sea, para /, (z) es válida la fórmula 
/, ( 2 ) - (2 - b,) /, ( 2 ). (7.15=) 

donde mediante /, ( 2 ) se denota cierto polinomio de grado (re — 2 ). 
Luego, repitiendo dichos razonamientos, obtenemos las fórmulas 

/, (z) - (z - 6 ,)/, (z), (7.15’) 


( 2 ) - ( 2 - b„)/ n ( 2 ). (7.15") 

En la última de estas fórmulas mediante /„ ( 2 ) se denota cierto poli¬ 
nomio de grado nulo, o sea, /„ ( 2 ) = c =•- const Poniendo en co¬ 
rrespondencia las igualdades (7.15*)—(7.15") y teniendo en cuenta 
que /„ (z) = c, tendremos 

/ ( 2 ) = (2 - 6,) (*-&,)...(*- ó„) c. (7.16) 

Notemos que la variable compleja c no es igual a cero puesto que, 
en caso contrario, el polinomio / (z) sea idénticamente igual a cero 
y no sea polinomio do grado re***). 

•) Véase la demostración da esto teorema on el curso ^Funciones de va¬ 
riable compleja». 

•*) Al mismo tiempo, tooiamos. naturalmente, ni» 0. 

•*•) Aquí empleamos la siguiente afirmación: si el polinomio f (z) = 

+ -f- . . . + a n 1 + u„ es idémuamenle igual a cero, lodos sus coefi¬ 

cientes son iguales a cero. En efecto, si / { 2 ) ai 0. entonces para r — 0, obtene¬ 
mos a„ — 0. Pero, entonces / (») = 2 je,*"- 1 + 0 , 2 ”-* +-...+ < 1 ,.-a 0. 
Ya que z ^ 0, entonces la expresión entre corchetes os idénticamente igual 
a cero, de donde, para z = 0, obtenemos a„_, = 0. Luego, continuando los razo¬ 
namientos análogos, demostremos que todos los coeficientes son iguales a cero. 
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De la igualdad (7.16) se deduce evidentemente que / (ó¡) = 
— f (K) = ...=/(&„) = 0, o sea, que cada uno de los números 
ó,, 6 a , . . ., 6„ es raíz del polinomio / (z). Además, de (7.16) es evi¬ 
dente que, cualquiera que sea el número complejo b diferente de 
ó,. b 2 , . . ., ó„, el número complejo / (ó) no es igual a cero, puesto 
que el producto de varios números complejos es igual a cero si, y sólo 
si, es igual a cero al menos uno de los factores (véase el § 1). De 
este modo, el polinomio / (z) tiene exactamente n raíces: b¡, b t , ... 
...,b n 

La igualdad (7.16) permite descomponer el polinomio / (z) en 
factores. Si conocemos el tipo del polinomio / (z) (7.12), podemos 
determinar la constante c en la igualdad (7.16). Comparando, en las 
igualdades (7.16) y (7 12), los coeficientes de z", obtenemos c = c 0 * * •**) ). 

El polinomio (7.12) que tiene c„ = 1 se denomina reducido. Para 
el polinomio reducido la fórmula de descomposición (7.16) toma la 
forma 

/ (z) » (z - ó,) (z — 6.) . . . (z — 6„). (7.17) 

Comparando la fórmula (7 17) con la (7.12) (cuando c a = 1), obtene¬ 
mos las siguientes relaciones: 

c i = —(ó, 4 6. -f ... 4 b n ), 

Cj = + (M* -I- b,b, 4 • • 4 b„. t b„), 


c„ = (-iró.ó, ... b n . 

A continuación, consideraremos polinomios reducidos, si no se espe¬ 
cifica lo contrario. 

§ 3. Raíces múltiples de un polinomio. 

Criterio de multiplicidad de una raíz 

Entre las raices del polinomio / (z) pueden haber raíces coinciden- 
tes. Sean a. b. .... c raíces di/erentes del polinomio reducido / (z). 
Entonces, en virtud de los resultados del párrafo anterior, para 
/ (z) es válida la descomposición 

/ (z) = (z - n)“ (z — 6)» . . . (z - C)V. (7.18) 

En esta descomposición a. p, . y son ciertos números enteros, 
cada uno de los cuales no es menor que la unidad con tal que 
a 4 P 4 . . . 4 y = «■ donde n es el grado del polinomio / (z). 


•) Aquí empleamos Ja afirmación: si dos polinomios a„z n 4 Ují n ~ I 4 . . . 

- - 4 a n y b 0 z n 4 ój*"” 1 4* . . . 4 ó n son Idénticamente iguales uno a otro, 
entonces, a 0 = b Q , a¡ = b,, .... a„ = 6„. Para demostrarlo, es suficiente 
aplicar a la diferencia de dichos polinomios la afirmación mencionada en la nota 

•**) de la página 196. 
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Si para el polinomio / (z) es válida la descomposición (7,18), enton¬ 
ces se dice que el número complejo a es raíz de f (z) de multiplicidad a, 
el número complejo b es raíz de f (z) de multiplicidad (i, el número com¬ 
plejo c es raíz de j (z) de multiplicidad y. 

La raíz de multiplicidad igual a la unidad suele llamarse de 
multiplicidad 1 y la raíz de multiplicidad superior a la unidad, múl¬ 
tiple. 

Se puede dar otra definición equivalente do la raíz de multipli¬ 
cidad dada: el número complejo a se denomina raíz de multiplicidad 
a del polinomio f (z) si para f (z) es válida la representación 

1 (z) = (z — a)“<p (z), donde <p (a) ^ 0. (7.19) 

Nuestro objetivo es formular la condición necesaria y suficiente 
de que el número complejo a sea raiz del polinomio j (z) de multipli¬ 
cidad a. 

Denominamos derivada del p'oltnomio j (z) el polinomio /' (z) obte¬ 
nido por la diferenciación formal *) de f (z) respecto a z. Ante lodo de¬ 
mostremos la afirmación siguiente. 

Lema 1. Si el número complejo a es raíz de multiplicidad a del 
polinomio f (z). entonces este número a es raíz de multiplicidad (a — 1) 
del polinomio /' (z). 

Observación . En particular, cuando n — 1, el número a, siendo 
raiz do multiplicidad 1 do / (z), no es raíz de /' (z). 

DEMOSTRACION Por la condición, para / (z) es válida la repre¬ 
sentación (7.19). Diferenciando la fórmula (7.19), tendremos 
/' (*) =« (z— a)°- 1 <p(z) + (z — n)°ip' (z), 

f (z)-(z-a)“-‘<p,(z), (7.20) 

donde 

9 , (z) = a<p (z) + (z — a) 9 ' (z). 

Puesto que 9 , (a) = <*9 (a) =/= 0, la fórmula (7.20) significa que el 
número a es raiz de multiplicidad (a — 1) del polinomio /' (z). El 
lema queda demostrado. 

Teorema 7.2. Para que el número complejo a sea raíz de multipli¬ 
cidad a del polinomio f (z) es necesario y suficiente que se cumplan las 
condiciones siguientes: 

/(a) = /'(a)=...=/<«- I >(a) = 0. /<•>(«) =*0. (7.21) 

demostración. 1) necesidad. Sea u raíz de multiplicidad a del 
polinomio f (z). Entonces, según el lema 1. el mismo número a es 
raíz de multiplicidad (a — 1 ) del polinomio f (z), es también raíz 
de multiplicidad (a — 2 ) del polinomio / (2 > (z), . . ., raíz de mul- 

•) La diferenciación de / (*) respecto a realiza de tal modo como si z 
fuera variable real. 
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tiplicidad 1 del polinomio /<“-•> (z), es decir, 

1 (“)= /' («)-...-/—«(«O-O. 

Según la observación del lema 1, el número a no es raíz del polino¬ 
mio /!“> (z), o sea, /<“> (a) 0. Las condiciones (7.21) se cumplen, lo 

que queda demostrado. 

2) suficiencia. Sean cumplidas las condiciones (7.21). Es necesa¬ 
rio demostrar que el número a es raiz de multiplicidad a del poli¬ 
nomio / (z). Ya que /<“-» (a) = 0. el número a es raíz del polinomio 
/<“-■> (z) de multiplicidad no inferior a la unidad. Por lo tanto, ba¬ 
sándose en el lema 1, el número a es raiz del polinomio (z) de 

multiplicidad no inferior a dos. es raíz del polinomio /< a-3 > (z) de mul¬ 
tiplicidad no inferior a tres y raíz del polinomio / (z) de multiplicidad 
no inferior a a. 

Queda por demostrar que la multiplicidad de la raíz a del poli¬ 
nomio / (z) no es superior a a. Si esta multiplicidad fuera superior a 
a, entonces, según el lema 1, la multiplicidad de la raíz a del poli¬ 
nomio /<“-•> (z) sería superior a 1, de donde se desprendería que a es 
raíz de /<“> (z), o sea. /<“* (a) — 0. lo que contradice la última de 
las condiciones (7.21). El teorema queda demostrado. 


§ 4. Principio de la separación de raíces múltiples. 

Algoritmo de Euclides 

1. Principio de la separación de raíces múltiples. Planteemos la 
tarea: para un polinomio dado / (z) que tiene, hablando en general, 
raíces múltiples, hallar un polinomio F (z) que tiene las mismas raí¬ 
ces que f (z). pero de multiplicidad 1. Para lograr este tin introduzca¬ 
mos algunos conceptos nuevos. 

Definición 1. Denominamos divisor de dos polinomios f (z) y q> (z) 
cualquier polinomio que divide ambos polinomios f (z) y <p (z). 

Definición 2. Denominamos máximo común divisor de dos polino¬ 
mios I (z) y tp (z) un divisor de estos tal que se divide por cualquier otro 
divisor de estos dos polinomios. 

Nos ponemos de acuerdo designar el máximo común divisor de 
dos polinomios / (z) y ip (z) por el símbolo D l/(z). <P (z)l- 

Observemos que de la definición del máximo común divisor se 
desprende que ól está definido con exactitud de hasta un factof ar¬ 
bitrario constante. 

Volviendo a la tarea enunciada al comienzo del presente párra¬ 
fo. podemos ahora verificar fácilmente que el polinomio buscado 
F (z) tiene la forma 

f H- < 7 ' 22 > 

En efecto, sea 

/(z) = (z—a)“(z — 6)® ... (z — c) y , (7.23) 
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donde a, b . c son raíces diferentes. Entonces, según el teore¬ 

ma 7.2, para el polinomio /' (z) es válida la representación 

/' (z) — (* — o) 0- * (* — b ) t> ~ 1 .. . (z — c)v-',i>(z), (7.24) 

donde (z) no comprende factores (z — a), (z — b), . . ., (z — c). 
Comparando las fórmulas (7.23) y (7.24) es evidente que 

D\Hz), /' ( Z )) = <*: — a)« - * (z — *> B - ‘ ...<*-*)*-*. (7.25) 

A su vez, comparando las fórmulas (7.23) y (7.25) es evidente que ei 
polinomio (z) definido por la fórmula (7.22) tiene la forma 

F (z) = (z - a) (* - 6) . . . (z - r). (7.26) 

Por lo tanto, queda demostrado que el polinomio F (z) definido por 
la fórmula (7.22) tiene las mismas raíces que el polinomio / (z) pero 
todas las raíces son de multiplicidad 1. 

De esto modo, la tarea de separar raíces múltiples se reduce a la 
de construir el polinomio F (z) definido por la fórmula (7.22), va¬ 
liéndose del polinomio dado / (z). 

Ya que el denominador de la fórmula (7.22) comprende el máxi¬ 
mo común divisor de dos polinomios / (z) y f (z), surge el problema 
de hallar el máximo común divisor de dos polinomios. Pasamos a 
resolver este problema. 

2. Búsqueda del máximo común divisor de dos polinomios (algo¬ 
ritmo de Euclides). Sean dados dos polinomios completamente 
arbitrarios / (z) y <f (z). Se exige hallar su máximo común divisor. 
Sin limitar la generalidad, consideremos que el grado de <p (z) no es 
superior al grado de / (z). Entonces, al dividir / (z) por q¡ (z) en co¬ 
lumna, llegamos a la fórmula (7.13), (véase el § 2) 

/ (*) - V (*) <1 <*) : r, (z), (7 27>) 

en la cual, como se demuestra en el § 2, el grado del resto r, (z) es 
menor que el grado del divisor <f (z). Esto nos permito dividir en 
columna nuevamente tp (z) por r, (z). Como resultado de la división, 
obtenemos la fórmula análoga a la (7.13): 

<p (z) = r, (z) </, (z) + r, (z), (7.27 s ) 

en la cual el grado del resto r¡ (z) es inferior al grado del divisor 

r t (z). 

"Luego, dividimos en columna r, (z) por r 2 (z), etc. Como resultado 
obtenemos 

r , <z) =* r, (z) 7» (z) + (z). (7.27*) 

o,-a (z) = r*_, (z) (z) + r* (z). (7.27*) 

Ya que en toda división en columna el grado del resto disminuirá 
al menos en la unidad, al repetir el proceso descrito un número bas- 
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tanto grande k veces, obtenemos, que a (fe 4- l)-ásimo paso, el resto 
será igual a cero*), es decir 

/•>,., (t) = r* (*) ?* <z). (7.27** 1 ) 

Demostremos que el último resto r h (z) diferente de cero es el má¬ 
ximo común divisor de los polinomios ) (z) y <f> (z). 

Basta demostrar dos afirmaciones: 

1) los polinomios / (z) y tp (s) se dividen por r k (z) (esto significa 
que r* ( 2 ) es uno de los divisores de /(z) y <p (z)); 

2) el polinomio r k (z) se divide por cualquier divisor r D (z) de los 
polinomios / ( 1 ) y f (z) (esto significa que r k (z) es el máximo común 
divisor de dichos polinomios). 

Para demostrar la afirmación 1), observemos que, en virtud de 
(7.27** 1 ), r*_, (z) se divide por r„ (z), y, entonces, conforme a (7.27*), 
r k-i ( z ) se divide por r k (z) . . . Pasando de esta forma de una igual¬ 
dad para otra en (7.27*)—(7.27 l ), demostremos, por fin, que (p (z) y 
/ (z) so dividen por r k (z). 

Ahora, demostremos la afirmación 2). Sea r„ (z) cualquier divisor 
de los polinomios / (z) y q> (z). En virtud de la igualdad (7.27 1 ), r, ( 2 ) 
se divide por r 0 ( 2 ), y, entonces, conforme a la igualdad (7.27 2 ), 
r a (z) se divide por r 0 (z), en virtud de la igualdad (7.27 3 ), r 3 (z) se 
divide por r„ (z) . . . Pasando de una igualdad para otra en (7.27')— 
(7.27*), demostremos, en fin, que r» (z) se divide por r„ (z). 

Por lo tanto, hemos argumentado completamente el proceso an¬ 
teriormente descrito de búsqueda del máximo común divisor de dos 
polinomios. Este proceso suele llamarse algoritmo de Euclides. 

ejemplo. Hallemos el máximo común divisor de dos polino¬ 
mios**) 

/ (z) =* z* — 2z" +- 3z* — 2z + 1 y ip (z) -= 4z* — 6z* j- l>z — 2. 
Al dividir / (z) por <p (z) en columna, tendremos 

z‘-2z 3 + 3z*_2z + l |4z 3 -6z s +6z-2 



•) Si el resto do se anilla a algún paso intermedio del proceso descrito, 
entonces, después de un número k de pasos obtenemos el resto r k (z) do grado 
nulo. Entonces, el siguiente resto r„ +l (:) es anticipadamente igual a cero (ya 
que cualquier polinomio se divido por el polinomio de grado nulo). 

**) Es fácil ver que ip (z) = /' (z). 
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Después deberíamos dividir <j> (z) por el polinomio contorneado por 
la línea punteada. Sin embargo, puesto que el máximo común divisor 
se define con exactitud de hasta un factor constante arbitrario, es con¬ 
veniente multiplicar el rosto contorneado por la línea punteada por 
4/3 y dividir ip (z) por el polinomio z‘ — z (-1. Como resultado, 
obtenemos 


óz 3 — 6z*-)-6z — 2 
4í’—4z* + 4z 
_ — 22 *+2z — 2 
-2z=+2z —2 


\* — z+1 
4z — 2 


el resto es igual a cero. 

Do este modo, el máximo común divisor de los polinomios / (z) 
y if (s) es igual a z* — z f 1, es decir, 

D 1/ (z), cp (z)| = ¡' - ¡ + 1. 


observación i. En el ejemplo anteriormente aducido, para que 
sea más sencillo hemos lomado los polinomios / (z) y ip (z) con coefi¬ 
cientes reales. Los mismos métodos quedan también en vigor para 
los polinomios con coeficientes complejos. 

Observación 2 . Cabo notar que hasta el presente no tenemos prác¬ 
ticamente métodos numéricos estables para calcular las raíces de 

S olinomios arbitrarios con exactitud dada. Sin embargo, teniendo 
i información anticipada sobre la posición de la raíz buscada del 
polinomio en cierto segmento del eje numérico, podemos calcular 
esta raíz con la exactitud que nos interesa empleando los métodos 
expuestos en el § 1 del cap. 3 del tomo 2. 


§ 5. Desarrollo de la fracción racional propia 
con coeficientes complejos en la suma 
de fracciones simples 


Se denomina fracción racional la razón de dos polinomios alge¬ 
braicos. La fracción racional se denomina propia si el grado dol po¬ 
linomio situado en el numerador es menor que el del polinomio situ¬ 
ado en el denominador. En caso contrario, la fracción racional se 
denomina impropia. Como regla, denotamos la fracción racional por 

el símbolo tomando P (z) y Q (z) por polinomios algebraicos. 


el 


Lema 2. Sea fracción racional propia cuyo denominador tiene 
número complejo a como la raíz de multiplicidad ce, es decir. 


Q (z) = (z — a)“«p (z), donde q> (a) =£ 0. 


(7.28) 
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Entonces, para esta fracción es válida la siguiente fórmula : 

-+-Sil-, (7.29) 

donde A es constante compleja igual a ; k, número entero >1, y 
ifi (;), cierto polinomio. Además, la última fracción en el miembro de¬ 
recho de (7.29) es propia. 

demostración. Denotemos mediante A el número constante de 
tipo A = ^' a > * > y consideremos la diferencia 

Pit) a 

<?(*' (x-s)“ ' 

Reduciendo dicha diferencia al denominador común, tendremos 
P(«) ó ;>(i)-¿<p(s) ■!>(») (7.3 0 ) 

OI*) («—«»“ (í-a) a <p(«) (t-a)“<p(j) 

donde se denota mediante <D (z) el polinomio de tipo ® (i) — P (z) — 
_ At<p (z). Ya que O (a) = P (a) — A<f (a) = 0, el número com¬ 
plejo a os raíz del polinomio <I> (s) de cierta multiplicidad 1, o sea, 

<l> (j) = (z — a)*i|> (z), donde (a) =?¡= 0. (7-31) 

Poniendo la expresión (7.31) en la fórmula (7.30). tendremos 

PJíL_ á ___Ü!>-. (7.32) 

<?W d-a)“ <«—•>)“ <)■ W 

Por lo tanto, la fórmula (7.29) queda demostrada. Falta sólo cercio¬ 
rarse de que la fracción situada en el miembro derecho de (7.32) es 
propia. Esto se desprende directamente de que la diferencia de dos 
fracciones propias es fracción propia**). 

El lema 2 queda demostrado. 

Del lema 2 se desprende directamente el siguiente teorema notable 
que demuestra la posibilidad de desarrollar la fracción racional pro¬ 
pia en la suma de fracciones simples. 

Teorema 7.3. Sea ^ fracción racional propia cuyo denominador 
tiene la forma 

Q (z) = (z - a)“ (z- 6)6 ... ( z-c)v. (7.33) 


*) El número A tiene sentido, ya que w (a) ¥=_ 0 en virtud de (7.28). 

**) Es fácil cerciorarse de esto reduciendo la diferencia do fracciones pro¬ 
pias al denominador común. 



204 


Cap. 7. Números complejos. Algebra de polinomios 


Entonces, para esta fracción es válida la siguiente expresión: 
P(») -»■__ 

(x—a) 


__ = "i | 

<?(*) (x-a)° (*—«)* 


á¡ --L _|__L 

/._ b1 -T- 


i A, , i s» i 

+ IIZTFT" + - • •+-(^V + 


+■ 


(x-a)' 


-+• 


C, 


~» _t i ^ V 

■*_ f )V-i T “(x—c) 


(7.34) 


En esta expresión A¡, A t , . . A a , /?,, S s , . . B¡¡, . . 

Cu C¡, . . ., C y son ciertos números complejos constantes, algunos de 
los cuales pueden ser iguales a cero. 

demostración Primero, apliquemos el lema 2 o la fracción , 

teniendo en cuenta que el número complejo a es raíz de Q (z) de 
multiplicidad a. Con esto, obtenemos la igualdad (7.32). Al miembro 
derecho de osta igualdad volvamos a aplicar el lema 2, teniendo en 
cuenta que el número complejo a es raíz do multiplicidad a — k 
(para a — k > 0) del denominador de dicho miembro derecho o, en 
virtud de la descomposición (7.33), el número complejo b os raíz de 
multiplicidad p (para a — A- = 0) de este denominador. Como re¬ 
sultado, obtenemos la igualdad análoga a (7.32). A su miembro de¬ 
recho puede aplicarse nuevamente el lema 2. Continuando los razo¬ 
namientos análogos (o sea. aplicando sucesivamente el lema 2 respec¬ 
to a todas las raíces de Q (z)), obtenemos, para la fracción la 
expresión (7.34). El teorema queda demostrado. 

observación. Ya que en el lema 2 el número A puede ser mayor 
que la unidad y el polinomio P (z) puede tener raíces coincideutes 
con las de Q (z), entonces, en la fórmula (7.34), algunos de los coefi¬ 
cientes /t ( , . . ., A a , B¡, . . Bf¡, . . ., Cu . . ., Cy pueden ser 
iguales a cero. 


§ 6. Descomposición del polinomio algebraico 
con coeficientes reales en un producto 
de factores reales irreductibles 

Hemos examinado anteriormente el desarrollo de una fracción 
racional con coeficientes complejos en una suma de fracciones sim¬ 
ples. Ahora nuestro objetivo es hallar el desarrollo déla fracción 
racional con coeficientes reales en una suma de fracciones simples con 
coeficientes reales. 

Para lograr esto, ante todo debemos hallar la descomposición 
del polinomio algebraico con coeficientes reales en un producto de 
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factores reales irreductibles. Este problema se examina en el pre¬ 
sente párrafo. 

Sea 

/(s)_s* + e,s»-> + *,<-*+...+«,. (7.35) 

polinomio algebraico reducido con coeficientes reales c,, c t , . . ., c„. 
Ante todo, demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 7.4. Si el número complejo a es raíz del polinomio alge¬ 
braico con coeficientes reales (7.35), entonces, el número complejo con¬ 
jugado de él*) a es también raíz del polinomio (7.35). Además, si la 
raíz compleja a es de multiplicidad X, entonces, la raíz a también es, 
de la misma multiplicidad. 

demostración Demostremos, ante todo la siguiente afirmación 
auxiliar: si / (z) es polinomio con coeficientes reales, entonces la 
magnitud compleja / (z) es conjugada respecto a la magnitud / (z). 
Baste demostrar que, para cualquier número n, la magnitud (z)" 
es conjugada respecto a la magnitud z". Lo último se desprende in¬ 
mediatamente do la forma trigonométrica del número complejo. En 
efecto, sea 

z = p (eos 0 + i sen 0). 

Entonces 

z = p (eos (—0) + i sen(—0)1. 

En virtud de la fórmula de Moivre (7.11), 

z" = p" (eos On i sen 0 n), 

(z) n = p" Icos (—0«) + i sen (—0n)l = p" (eos 0n — i sen 0n). 

Comparando dos últimas fórmulas se desprende que (z) n es magnitud 
conjugada respecto a z“. La afirmación auxiliar queda demostrada. 

Sea ahora que el número complejo a es raíz del polinomio / (z), 
o sea, / (a) = 6. En el § 1 de este capítulo hemos deducido que el 
número complejo es igual a cero si, y sólo si. es igual a cero el nú¬ 
mero conjugado de él. Por lo tanto, se desprende de la igualdad 
/ (a) = 0 y de la afirmación auxiliar anteriormente demostrada 
que j (a) = 0, ó sea, el número a es raíz de / (z). 

Sea dado que la multiplicidad de la raíz a es igual a X. Entonces, 
en virtud del teorema 7.2, 

/ (a) = /' (a) = fW (a) =...=/»•- U („) = 0; /‘ x > (a) 0. (7.36) 

Ya que el número complejo os igual a coro si, y sólo si, es igual a cero 
el número conjugado de él, entonces, de la afirmación auxiliar an¬ 
teriormente demostrada y de las relaciones (7.36) se desprenden las 

•) A continuación, siempre denotaremos el número complejo conjugado 
por el mismo símbolo que ol número dado, poro con una raya por arriba de éste. 







§ 7. Desarrollo de la función racional 


207 


forma de binomios en potencias iguales a la multiplicidad de raíces, 
y los factores correspondientes a los pares de raíces complejos tienen 
forma de trinomios cuadrados en potencias iguales a la multipll-' 
cidad de estos pares de raíces. 


§ 7. Desarrollo de la tracción racional propia 
ron coeficientes reales en una suma de 
fracciones simples con coeficientes reales 


Tienen lugar dos afirmaciones siguientes. 

Plz) 

Lema 3. Sea fracción racional propia con coeficientes reales 
cuyo denominador tiene el número real a como raíz de multiplicidad 
a, es decir, 

Q(x) = (x — a) a if(x), donde <p(a)=5>b0. 


Entonces, para esta fracción es válida la siguiente expresión : 


Plx) 

W 




- + 




(i-a)“- k <p( i) 


(7.41) 


En esta expresión, A es número real igual a A = t f¡ es número 

entero >1, y (x), cierto polinomio con coeficientes reales con tal que 
la última fracción en el miembro derecho de (7.41) es propia. El lema 3 
no necesita demostración, puesto que se desprende inmediatamente 
del lema 2. Hay que solamente tener en cuenta que, siendo P (x) y 
Q (x) polinomios con coeficientes reales y a, raíz real, los polinomios 
<p(x) y ip(x) también tienen coeficientes reales y, por tanto, la cons¬ 
tante A = es real. 


¡jema 4. Sea 


«i! 


<?(*> 


fracción racional propia con coeficientes reales 


cuyo denominador Q (x) tiene los números complejos o = u 4- iv 
y a = u — tv como raíces de multiplicidad X, es decir. 


Q (x) = (x 2 + pxq) y q i (x), donde <p(a)^=0, 

<fi(a)^=0, p=—2u, q=u 2 +tP. (7.42) 


Entonces, para esta fracción es válida la siguiente representación : 
P(x) Mx + N ♦ (*) 

QW (x^ + px+o) 1 - (x'+px + ^-SW ' 1 ' 

En esta expresión M y N son ciertas constantes reales, k es número en¬ 
tero >1, y (x) es un polinomio con coeficientes reales con tal que la 
última fracción en el miembro derecho de (7.43) es propia. 

DEMOSTRACION del lema 4. Nos ponemos de acuerdo designar la 
parte real de la magnitud compleja A por el símbolo Re [A], la 
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parte imaginaria, por el símbolo Irn (/I). Pongamos*) 



No es difícil verificar que dichas M y N son la solución de la si¬ 
guiente ecuación: 

P (a) - ( Ma + N) 9 (a) = O. (7.44) 

En efecto, al dividir esta ecuación por <p (a) y al igualar a cero las 
partes reales e imaginarias, obtonemos dos igualdades 

empleando las cuales determinamos M y N, anteriormente puestos. 
Ahora consideremos la diferencia 

P(r) Mx+N 

<?(*) <x*+px + ? )‘ ' 

Reduciendo dicha diferencia al denominador común, tendremos 
P(i) Mz + N P(z)-(Mi+N)<f{x) 

<?M (x' + pr + í) 1 (zi + px + qfyfz) 

=--. ( 7 . 45 ) 

(X»-f px + q)*q>(x) 

Aquí, mediante <I> (x) se denota el polinomio con coeficientes reales 
de tipo <X> (x) = P (x) — (A/x + N) <p (x). La igualdad (7.44) per¬ 
mite afirmar que el número complejo a, y, por lo tanto, en virtud 
del teorema 7.4, el número a conjugado de él son raíces del polino¬ 
mio d> (x) de cierta multiplicidad k > 1. En este caso, para el poli¬ 
nomio O (x) es válida la representación 

<X> (x) = (x* + px + q) k t|> (x), (7.46) 

donde \|¡ (x) es cierto polinomio con coeficientes reales que no tiene 
los números aya como raíces. Poniendo la expresión (7.46) en la 
fórmula (7.45), obtenemos la expresión (7.43). La última fracción 
situada en el miembro derecho de (7.43) es propia lo que se des¬ 
prende de que esta fracción es igual a la diferencia de dos fracciones 
propias. 

El lema 4 queda demostrado. 


•) En virtud de (7.42), 9 (o) V= 0, asi que se puede considerar la rela¬ 
ción P (a)/<p (a). 
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La aplicación sucesiva de los lemas 3 y 4 a la fracción P ( x)/Q (x) 
respecto a todas las raíces del denominador nos lleva a la siguiente 
afirmación notable. 

Teorema 7.5. Sea fracción racional propia con coefi¬ 

cientes reales cuyo denominador tiene la forma 
<?(x) = (i-ó 1 ) B, (z-ó,) f> ’ ... (í-6J Pm X 

X (z 2 + P¡X + ?l) X ‘ • • • (X* + PnX + ?„)*". 


Entonces, para esta fracción es válido el siguiente desarrollo en la suma 
de fracciones simples: 


PM g i‘* i | 

Q(x) (I— »!> + <i-6,) ,+ ' + (x-6,) s * 


B'x"" i 3 _i i_ P™ 

• • • + + ^ ^ 

AfV’x+A'i» M’ t ‘<x+N','< 

"k'.'+AT,' , *!">*+*«■”' 

+ (x’ + p.x+ ?,)*■ " r (**+P»*+?n> 

U>+p„x + ?„) 4 (l « +p „ I + ,„>*•" 


BP’ 




+ 


(7.47) 


£n cale desarrollo B\'\ ¡i',", M "'' N '<" . ;V C 

son ciertas constantes reales, una parte de las cuales pueden ser 
iguales a cero. 

observación . Para determinar concretamente las constantes que 
acabamos de mencionar, hay que reducir la igualdad (7.47) al deno¬ 
minador común y, después, comparar los coeficientes de potencias 
iguales de x en los numeradores. 

EJEMPLOS Y EXPLICACIONES. 

I". Desarróllense la fracción propia 


2r J + 4x > +x-!-2 
(x- 1 )* (x« + x + l) 


en la suma de fracciones simples. 

Al cerciorarse de que el trinomio cuadrático x* 4- x + 1 tiene 
raíces complejas, buscamos, según el teorema 7.5, el desarrollo en 
la forma 

2x3 + 4*«+g+2 B, . B, . Mx+N 

(x— l)‘((x*+x + l) x-1 ^ (*-!)’ ‘ r x* + x + l 


14-607 
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Reduciendo la igualdad (7-48) al denominador común, obtenemos 
2x=+ 4x»+x + 2 B, (x> — 1) + B, (**+1 +1) + (Mx+ AQ (*»-2x+l) 

(i— 1)* (x*4-x+l) (*>+*+1) 

Comparando los coeficientes de x°, x 1 , x* y x s en los numeradores, 
llegamos al sistema de ecuaciones*) 

B, + M=2, 

B,+ N — 2Af = 4, \ 

B j +M-21V = 1, J 


-B x +B t + N =2. 

Resolviendo este sistema, hallemos B¡ — 2, B , 
Definitivamente, obtenemos 

2x»+4x»+x+2 2 _| 3 


3, A/ = 0, A' = 1. 


(7.49) 


(x — l)«(i»H-x+l) x— l " r (i —1)* ’ 1 ~ **+*+l 

El método para hallar el desarrollo, de la fracción racional propia 
que acabamos de ilustrar se denomina método de coeficientes inde¬ 
terminados. Siempre lleva el objetivo; no es necesario demostrar la 
resolubilidad del sistema de ecuaciones obtenido después do aplicar 
este método. La resolubilidad se desprende del teorema 7.5. 

2°. Ilustremos el método de coeficientes indeterminados con 
otro ejemplo. Se necesita hallar el desarrollo de la fracción propia 
3t* + 2»* + 3x* —t 
(x-2)(xM-D* ' 

Ya que el trinomio cuadrado x 1 + 1 tiene raíces complejas, busca¬ 
mos, según el teorema 7.5, el desarrollo en la forma 


3x« + 2x* + 3x«-l _ B_ 

(x— 2 ) (x*-M>* _ x-: 


• 1 77TXTÍ» • 


X*+1 ^ (x’4-1)* 

Reducimos la última igualdad al denominador común y después 
comparamos sus numeradores. Obtenemos 


3x* + 2x 3 + 3x» — 1 => B (x* + 2x» +1) + 

+ (AÍ,* + N x ) (x 3 — 2x 3 + x — 2) + (A/,x -f N t ) (x — 2). 
Comparando los coeficientes de x°, x‘, x a , x* y x*, llegamos al sis¬ 
tema de ecuaciones 

B + M x = 3, 

N,-2M, = 2, 1 
2B + M, — 2N,+ A/, = 3, j 
N, — 2A/,+Ai,— 2 M, = 0, 

B— 2/V, — 2A' 1 = —1. 


•) Al mismo tiempo, usamos la afirmación enunciada ©n la nota de lo 
pég. 1 %. 
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Resolviendo este sistema, hallemos 3=3, M¡ = 0, iV, = 2, Jlf a = 
= 1 y N 3 = 0. En definitiva, obtenemos 


ax* + 2x> + 3x*— 1 3,2, i 

(i- 2 ) (x’+t)* x-2 + x*+l ^ (x ! -¡-i>* ' 


(7.50) 


3°. Como se desprende de los ejemplos considerados, el método 
de coeficientes indeterminados es bastante laborioso. Por eso cuando 
es posible, es lógico hallar otro método más simple para buscar coefi¬ 
cientes en el desarrollo de la fracción racional propia en la suma de 
las fracciones simples. Sea que el denominador Q ( x) de la fracción 
racional propia P ( x)/Q ( x) tiene el número real a como la raíz de 
multiplicidad a. Entonces, entre las fracciones simplos que integran 
lo suma del desarrollo de la fracción P (x)!Q ( x) habrá la fracción 


A 

(*-«>“ ' 


(7.51) 


Señalemos un método muy simple para calcular el coeficiente A 
de esta fracción simple. Empleando el lema 3 y la fórmula (7.41), 
nos cercioramos de que el coeficiente A es igual a 

A¡=P (a)/<p(a), donde tp(x) = Q(x)t(x — a)°. 

Llegamos a la reglo siguiente: para calcular el coeficiente A de la 
fracción simple (7.51) correspondiente a la raíz real a de multiplicidad 
cc del polinomio Q (i), hay que eliminar el factor (x — a)“ en el deno¬ 
minador de la fracción y en la expresión restante tomar x = a. 

Dicho procedimiento de buscar el coeficiente A suele llamarse 
método de eliminación. Señalemos que este procedimiento es aplicable 
solamente a los cálculos de coeficientes de potencias superiores de 
fracciones simples correspondientes a las ralees de Q (x). 

El método do eliminación es especialmente eficaz si el denomi¬ 
nador Q (x) tiene solamente raíces reales de multiplicidad 1, es decir, si 
Q ( x) = (x — a,) (x — a t ) ... (x — a n ). Entonces, como sa¬ 
bemos, es válido el desarrollo 


P (*) A, 

Q{x) x—a. 


-h- 

x — a¡ 


+ ...+ 


Al, 

x—a» 



cuyos coeficientes pueden calcularse por el método de eliminación. 
Para calcular el coeficiente A „ debemos eliminar el factor (x — a k ) 
en el denominador de la fracción P ( x)/Q (*) y en la expresión restan¬ 
te tomar i = a». 

ejemplo. Hállese el desarrollo de la fracción 


i-H 

(x— l)x(x—2) • 
14 * 


(7.52) 



212 


Cap. 7. Números complejos. Algebra de polinomios 


Según el teorema 7.5, ponemos 


_ A _ i A ’ i A *— 

(X— 1)1(1—2) - t -r z —2 • 

Para hallar A lt eliminamos, en la expresión (7.52), el factor {x — 1) 
y en la expresión restanto tomamos x — 1. Obtenemos A¡ = —2. 
De modo análogo, hallamos A 2 = 1/2, A, = 3/2. 

En definitiva, obtenemos 


_£±í_ = ^2_ + _L + _?_ 

(x — 1) x(x — 2) x — 1 ^ 2* ^ 2(x-2) ' 


(7.53) 


§ 8. Problema de integración de la fracción 
racional 


Ahora estamos preparados para resolver, en forma general, el 
problema de integración de la fracción racional con coeficientes 
rúales. 

Ante todo, notemos que este problema se reduce al problema de 
integración solamente de la fracción racional propia puesto que toda 
fracción racional impropia puede representarse (mediante la divi¬ 
sión del numerador por el denominador «en columna») en forma 
de la suma del polinomio algebraico y la fracción racional propia. 

EJEMPLO. 


ya que 


x*-x»+l , 4x + 1 

——.-(x -2x)+- jV - z ^ f 


x ‘—**+1 | x 2 +z + 2 

x‘ + x 3 + 2x* r 2 —2x 

-2x*-2z 2 + l 
— 2x*~ 2x 2 —4x 

el resto 1 + \x 


Sobemos integrar el polinomio (recordemos que la integral inde¬ 
finida del polinomio es cierto polinomio de potencia que es más 
alta en una unidad). Queda por aprender a integrar la fracción ra¬ 
cional propia. En virtud del teorema 7.5, el problema de integración 
de la fracción racional propia se reduce a la integración de fraccio¬ 
nes simples de cuatro tipos siguientes: 


I. 



H. 


fí 


tII Mx + N 

(x* + px + g> ’ 


IV. 


Mx+N 
(x + px-f 9 )* 


. (7.54) 


Aquí p = 2, 3, . . .; X = 2, 3, . . B, M, N, b, p y q son ciertos 
números reales con tal que el trinomio x* + px 4- q no tiene raíces 

reales, es decir, q = ~ > 0. 
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La integral que nos interesa será calculada si se calculan las 
integrales 

, f rf (<»+«») y f di 

J <!»+«*)* ’ K i (í* + a*) x ’ 

La integral I se toma olementalmente: 

» 1 1 i/-»_ t 1 \ (' 

1 (i-D (Th^+íp 1 ' 

La integral K % fue calculada en el ejemplo 6 al final del § 2 del 
cap. 6 . Allí, hemos obtenido para esta integral, la fórmula recu¬ 
rrente ( 6 . 12 ) que permite calcular sucesivamente K>, para cualquier 
X = 2, 3, . . . basándose en que 


Así pues, hemos calculado las integrales de todas las cuatro fraccio¬ 
nes simples (7.54) y hemos demostrado que cada una de estas inte¬ 
grales es / unción elemental*). Por lo tanto, llegamos al siguiente 
teorema que resuelve el probloma do integración de la fracción 
racional. 

Teorema 7.6. Toda fracción racional es integrable en funciones 
elementales. 

Para concluir este párrafo, examinemos ejemplos para calcular 
las integrales indefinidas de fracciones racionales. Calculemos las 
integrales indefinidas de tres fracciones consideradas en el párrafo 
anterior (7.49), (7.50) y (7.53). Empleando tres fórmulas menciona¬ 
das, así como las fórmulas (7.55), (7.56) y (7.57), tendromos: 


.-s ¿asga *-i- 


- = 21 n |x— 11 — 



2» + l 
V3 


+ C. 


+ 5^r+Sm?= 3, ^- 2 ' + 

+ 2arctg*4--i- J |*- 2 | + 


+ 2arctgx—-^ 5 —y +C. 

•) Se expresa más exacto por el logaritmo, arco tangente, y la función 
racional. 
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’• 5 {*-f ) tl-27 dX =\ # + 

+ J 2 (/-2)- dx = ~ 2 ln I <1 + -T 1" M + 

-|-ln |x-2| + C. 


á 9. Método de Ostrogradski 

M. V. Ostrogradski*) propuso un método ingenioso de separar 
la parte racional de la integral de la fracción racional propia P ( x)l 
IQ (*)• 

Analizando la forma de las integrales de cuatro fracciones sim- 
ies (7.54), se puede hacer las deducciones siguientes: 

1) Las integrales de las fracciones de tipo I y III cuyos denomi¬ 
nadores comprenden binomio o trinomio en primera potencia, res¬ 
pectivamente, son /unciones trascendentes (son iguales al logaritmo 
o ni arco tangente). 

2) La integral de la fracción de tipo II cuyo denominador comp¬ 
rende un binomio en potencia fl > 1 es fracción racional propia con 
el denominador igual al mismo binomio en potencia (5 — 1. 

3) La integral de tipo IV cuyo integrando comprende en el 
denominador un trinomio en potencia X resulta**) ser igual a la 
suma de la fracción racional propia con el denominador igual al mismo 
trinomio en potencia X — 1 y la integral que se reduce al arco tangente 

const Wp-t+v t- o ,, x . ,, 

Las deducciones 1), 2), 3) permiten concluir a qué os igual la 
parte racional de toda la integral de la fracción propia P ( x)IQ (z) 
que, además, se considera irreducible. Sea que el denominador Q ( x) 
tiene la forma 

Q ( x ) — ( x — ... lx-b m f m (x*+p { x + 

+ $,)*■ ... (x ! + p„z + ?„)’•“. (7.58) 


Entonces, la parte racional de la integral de la fracción racional 
propia P (x)iQ (z) es igual a la suma de fracciones racionales pro¬ 
pias cuyos denominadores son respectivamente iguales a 

(x-ft ,)*- 1 .(*-\,) Bm '\ 

(X* + p,x+«,)*•■■ ■ 1 .(x*+p„x + ?„)*"- 1 . 

La parte racional de la integral de la fracción P ( x)/Q ( x) es, obvia¬ 
mente, la fracción racional propia P t (x)/Q l ( x ) cuyo denominador 

•) M. V. Ostrogradski, matemático ruso (1801 — 1861 ). 

**) Tomando on consideración la fórmula recurrente ( 6 . 12 ) obtenida en la 
parte final del § 2 del cap. 6. 
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Qx (x) tiene la forma 

<?,<x) = (z-6 1 ) s, -‘ (x-AJ^-'x 

X Pi^ +• ( l! + Pn^+ 7n) X " • (7.59) 


Calculemos ahora la suma de las fracciones simples cuyas integrales 
son funciones trascendentes. De las deducciones 1) y 3) se deduce 
que esta suma es igual a la fracción racional propia P¡ (x)IQ z (x) 
cuyo denominador Q a (x) es igual a 

Q, (x) = (x — 6 X ) . . . (x — b m ) (x* + p,x + 9i) • - • 

... (x* + p„x 4- ?„). (7.60) 


De este modo, llegamos a la siguiente fórmula que fue obtenida por 
primera vez por M. V. Ostrogradski: 




<?.W 


dx. 


(7.61) 


En la fórmula de Ostrogradski los polinomios Q x (x) y (x) se de¬ 
terminan por las fórmulas (7.59) y (7.60) y pueden calcularse sin 
descomponer el polinomio Q (x) en el producto de factores irreductibles. 

En efecto, conforme a los resultados del § 4 (véase la fórmula 
(7.25)), el polinomio Q¡ (x) es el máximo común divisor do dos 
polinomios Q (x) y Q' (x) y puede calcularse valiéndose del algo¬ 
ritmo de Euclides (véase el § 4). 

En virtud de las fórmulas (7.58), (7.59) y (7.60), el polinomio 
Q t (x) es el cociente Q (x)/<?, (x) y puede calcularse dividiendo Q (x) 
por Qi (x) «en columna». 

Queda por calcular los polinomios P, (x) y P 2 (x). Puesto que las 
fracciones P, (x)/(? x (x) y P t (x)/<?, (x) son propias, es lógico prefi¬ 
jar el polinomio P x (x) como polinomio con coeficientes indetermi¬ 
nados de grado inferior en una unidad que Q¡ (x), y P a (x), como 
polinomio con coeficientes indeterminados de grado inferior en una 
unidad que (x). Para calcular dichos coeficientes indeterminados 
se debe diferenciar la fórmula de Ostrogradski (7.61), reducir el re¬ 
sultado al denominador común y comparar los coeficientes de po¬ 
tencias iguales de x en el numerador. 

De este modo, el método de Ostrogradski es un procedimiento 
ingenioso para integrar una fracción racional sin desarrollarla 
anticipadamente en la suma de las simples. Este procedimiento es 
especialmente eficaz si las raíces de Q (x) son, en la mayoría, múlti¬ 
ples o si es difícil hallar las raíces de Q (x). 

ejemplo. Calcular por el método de Ostrogradski 
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Tenemos 

Q (x) = x 4 — 2a- 3 + 3x s — 2x 4- 1, 

<?' (x) = 4x* — 6** + 6x - 2. 

Buscamos Q, ( x ) como el máximo común divisor de los polinomios 
Q ( x ) Y Q (*)• Observemos que el máximo común divisor precisamen¬ 
te de estos dos polinomios ya fue hallado en el ejemplo considerado 
en la parte final del § 4. Es igual a 

Qi ( x ) = ** — * + 1- 

Al dividir Q ( x) por Q¡ (x) «en columna», hallamos 


Q. [x) = i» - * + 1. 

Prefijamos P , (x) y P¡ (x) como polinomios de primer grado con 
coeficientes indeterminados. 

La fórmula de Ostrogradski (7.61) toma la forma 

<7 - 62 > 

Para determinar los coeficientes A, B, C. D diferenciemos la fór¬ 
mula (7.62). Obtenemos 
0—7*—** 

** — 2**4-3** — 2x-t-i — 

AU*- * + l) — <dx+B)<2x-1) , Cx+D 

=-,*»-*+■«»-(**-*- 11 ) ' 


El resultado do diferenciación se reduce al denominador común des¬ 
pués de que se comparan los numeradores. Obtenomos 


6 _ 7x - x 3 = A (x> - x + 1) - (Ax -|- B) (2x - 1) + 

+ (Cx + D) (x* - x -i- 1). 

Comparando los coeficientes de x°, i’, x*, y x 3 , obtenemos el sistema 
de ecuaciones 

C=0, 


— A+D — C= — 1, 
_2B —£»-f-C= — 7, 


A + B+D = 6 . 

Resolviendo este sistema, hallamos A — 2, B = 3, C = 0, D = 1- 
De este modo, la fórmula (7.62) toma la forma 


r 0-7*—x* 2z+3 , r dx 

■ ) ** —2**+3** —2*+l 0Z **— *+ l + J **—*+1 ■ 

Al calcular la integral en el miembro derecho, hallamos definiti¬ 
vamente 


6 — 7* — ** 


dx = 


* 4 — 2** + 3**—2*+i 
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§ 10. Integración de algunas expresiones 
irracionales y trascendentes 

En los párrafos anteriores hemos establecido que la integral de 
cualquier fracción racional es función elemental. En el párrafo 
presente consideremos otras clases de funciones integrables en fun¬ 
ciones elementales. Como regla, haciendo cierta sustitución reducire¬ 
mos la integral de la función considerada a la integral de la fracción 
racional. En cuanto a dicha sustitución, decimos que ella racio¬ 
naliza la integral de la función considerada. 

1. Integración de algunas expresiones trigonométricas. Nos pone¬ 
mos de acuerdo que en adelante siempre designaremos cualquier 
[unción raciona) de dos argumentos re#*) por el símbolo R (x, y). 

En este punto demostremos la integrabilidad en funcionos ele¬ 
mentales de cualquier función de tipo 

R (sen x, eos x). (7.63) 

Demostremos que la integral do esta función se racionaliza por la 
sustitución t = tg y. En efecto. 


2 tg- 


sen i: 


2 1 


x = 2arctgí, dx=~ 


*‘-2- 1—r 

i + ig ’-r 


i-w 


2 di 
1 + 1 » ' 


asi que 


\ R (senx, eos x)dx= \ R (-^ , ±^) 


Puesto que la función racional do la función racional es también 
función racional, entonces la integral del miembro derecho do la 
última igualdad es integral de la fracción racional. 

Siendo universal, la sustitución t — tg que racionaliza la inte¬ 
gral do la función (7.63), lleva, con frecuencia, a cálculos volumino¬ 
sos. En relación con esto, señalaremos varios casos particulares 
en los que se puedo racionalizar la integral de la función (7.63) 
empleando otras sustituciones más simples. 


•) La función racional de dos argumentos se define del modo siguiente. 
Se denomina polinomio de grado n de dos argumentos x e y la expresión de for- 
ma P n (x, y) = a 00 + a, a i + a„y 4- + a u xy + a,y + . . . + a an u\ 

donde a 00 , a,., a 01 , a 9n son ciertos números constantes. Se denomina función 
racional do dos argumentos la expresión de forma P H (x, y)fQ m y). donde 
Pn ( x . V ) polinomio arbitrario de dos argumentos de grado n, y Q m (x, y), 
polinomio arbitrario de dos argumentos de grado m. 
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De aquí, 

J fí (sen x, cosí) J ff. (tg z, eos**) dx — 

$»•(*• T^) TTF. 

donde l = tgi, ,r = arctg(, dx— - • 

ejemplos, i) Calcúlese la integral /, = J 1-| acoax ' ** on< * c a > 

a 1. Aplicando la sustitución trigonométrica universal /“tg-^ , obtene¬ 
mos 

„ , . J 2 dt 1 — í» 

i — 2arctg 1, dx- - i+ti , cosr= < + <i , 

, f di _2_ f dt 

' i (a+D + í* (1 —a) ~ o + l J ^ l — o f . ' 

l + o 

Luego, es necesario considerar dos casos por separado: f)0<o<l,2)o>l. 
En el caso do que 0<o<l, 

vfer arclg (‘V / 4 Tf)+ c = _ 

= /fer arclR ( tg f) + c - 

En el caso de que a > 1 


/,- . ln 

j/a*-l 


' + 't/++ 

'-'/■Sf 


- 1 + ^-T 


2) Calcúlese la integral + $ . 


Ya que el integrando cambia de signo al variar el signo de sen x, entonces, 
según I, hay quo hacer la sustitución I = eos x. Como resultado, obtenemos 


S AI f dt 

1 —«*+l _ J (» —2 

- ln| l+V¿ 

21/2 | (- 1/2 


+ C= — 


21/2 | cosa—1/2 
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3. Integración de diferenciales binomiales. Se denomina diferencial binomial 
la expresión de forma 

x m (a + bx n )P di, 

donde a y b son constantes cualesquiera, y los exponentes de las potencias m, n 
y p, ciertos números racionales. Examinemos el problema de la integrabilidad 
en funciones elementales de las diferenciales binomiales. 

Ante todo, señalemos tres casos cuando la integral de una diferencial bino¬ 
mial admite sustitución que racionaliza. 

i°. El primer caso corresponde a p entero. La diferencial binomial es irracio¬ 
nalidad fracciona! lineal de tipo R (x, í" i) dx, donde r es el mínimo común múlti¬ 
plo de los números racionales m y n. Por lo tanto, en este caso, la sustitución 
t — Y~x racionaliza la integral do la diferencial binomial. 

2°. El segundo caso corresponde al número entero m ■ ■■■ . Haciendo la susti¬ 


tución s = x n y poniendo, para abreviar, q — m * — 1, tendremos 

J x m (a + 6* n )P di = -i- J (a + bs)P et di. (7.65> 

La función subintegral en e l miemb ro derecho de (7.(15) os irracionalidad fraccio- 
nal lineal de forma R (r, y a + bi), donde r os el denominador del númoro racio¬ 
nal p. 

De este modo, en el segundo caso la diferencial bonomial se racionaliza por 
la sustitución __ _____ 

t y a -f- ftz y a (- bz n ■ 

3 o . El tercer caso corresponde al número entero —h p) • La función 

subintegral en el miem bro derecho de (7.65) es irracionalidad linoal fraccional de 
(ormu R ( t, y ~T~) , asi que la integral de la diferencial binomial so raciona¬ 
liza por la sustitución de forma 




A mediados del siglo pasado P. L. Chebishov •) demostró que tres casos 
anterlbrmente mencionados agotan todos los casos cuando la diferencial binomial se 
Integra en funciones elementales. 

ejemplos, l). Calcúlese la integral / = [ - ■■■•-- = C X 

J I a y a + bx* i 

X (a+óx*)' 1 /* dx. Aquí m= —2, n= 2, p= —1/2, así que P “ — 1 

(el tercer caso). Haciendo la sustitución 

t= |/«1-6 V° . ix _ d ‘ 

V ’ y,TZi ’ " V(7nr?53 ’ 


tendremos 


*) P. L. Chebishov, gran matemático ruso (1821—1894). 
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2) Calcúlese la integral / = J z* (i—z>) 2 dz. En este caso m = S. 

n = 2, p =«=—g- , asi que — — = 3 (el segundo caso). Haciendo la susti- 

tUCÍÓD 

x=yi^7.. *= _ , 

tendremos 

- J (1 —«*)*<«=■- $ dí+2 J !»<«- J (*dí-= - -J-+C» 

- - Vi=?+4 y ( T=?ji—+ C. 

4. Integración de irracionalidades cuadráticas por sustituciones 
de Euler. En este punto demostremos la integrabilidad en funciones 
elementales de cualquier función de forma 

fí (x, Va* l +bx+c), (7.66) 

donde a, b y eson ciertas constantes. La función de este tipo so deno¬ 
mina irracionalidad cuadrática. Naturalmente, consideremos que 
el trinomio cuadrático ax ! + bx + e no tiene raíces iguales (de lo 
contrario, la raíz de este trinomio puede sustituirse por una expre¬ 
sión racional). 

Demostremos que la integral de la función (7.66) siempre se racio¬ 
naliza por una de las llamadas sustituciones de Euler. 

En primer lugar, consideremos el caso cuando el trinomio cua¬ 
drático ax 1 + bx + c tiene raíces complejas. En este caso el signo del 
trinomio cuadrático coincide con el signo de a, y, debido a que el 
trinomio cuadrático (de que se extrao la raíz cuadrada) es positivo 
por el sentido, entonces, a > 0. 

De este modo, tenemos derecho hacer la siguiente sustitución: 


í = Vax'+bx + c + xY a. (7.67) 

La sustitución (7.67) suele llamarso primera sustitución de Euler. 
Demostremos que esta sustitución racionaliza la integral de la fun¬ 
ción (7.66) para el caso con siderado. Elev ando al cuadrado ambos 
miembros de la igualdad V'ax 1 -f- bx -¡- c = t — x\f a, obtenemos 
bx + c = t 2 — 2 l^a íx, así que 


ZVat + b' V ^ 2 -V'at + b 

dx = 2 dt . 

(2 yat-ffc)» 
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De esto modo, 


^ fl(z, y ax 2 + bx+c) dx = 

{ni ,, ~ c Vñl»+fc( + tVñ \ o Vaf + bí + cYa 

~ J' 21 /ál+b ’ 2 yát + b > (2 yit + b)* 


En el miembro derecho bajo el signo de la integral está la fracción 
racional. 

Ahora, consideremos el caso cuando ol trinomio cuadrático ax 2 + 
-f bx •+• e tiene raíces reales no coincidentes x, y x¡. 

En este caso ax 2 + bx + c = a (z — x,) (x — z,). Demostre¬ 
mos que entonces la integral de la función (7.66) se racionaliza 
haciendo la sustitución 

V«*«+ »«+■■ (7.68) 

* —X, ' 


que suele llamarse segunda sustitución de Eider. En efecto, elevando 
al cuadrado la igualdad V az* -+■ bx + c -- t (z — x,) y reduciendo 
la igualdad obtenida por ( x — z,), obtenemos a (x — z a ) = t 2 (x — 
— z t ), así que 


— “iliflíl 


1*—a 


Vaz 2 +bx + c = a <*' -IlL t, 


dx-. 




De este modo. 


J R(x, Y ax 2 + bx + c) dx = 

C „ i -ox.+ x.f» a <x, — x t ) t \ 2a(x,-x i ¿l A , 

= \ R ( - ,t_T ■ ai - 

En el miembro derecho bajo el signo de la integral, está la fracción 
racional. 

ejemplos. 1) Calcúlese la integral I = \ x + y x t+ x + i • 

Puesto que el trinomio cuadrático x 2 + z-)-l tiene raíces com¬ 
plejas, hagamos la primera sustitución de Euler 

t = Vx 2 +x + \+z. 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad V~ z 2 +z-|-l = 
— t — x, obtenemos x 2 + z-f-1 = t 2 — 2 tx + x 2 o z+l = t 2 —2tz 
así que 


í» — 1 

X ~ t+2< ’ 


dx = 2 


r-+t +1 
( 1 - 1 - 21 )* 


dt. 
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De este modo. 


/ = 2 


H 


i*+i+i 


(1 + 21 )* 


dt. 


$[ 4 +- 


1 + 21 + (i +2/) : 


r] dt. 


Los coeficientes indeterminados A , B y C se calculan fácilmente: 
A = 2, B = —3, C = —3. En definitiva, obtenemos 

/ = 21n |f| —■§-In|i+ 2 t| + 2 ( 4 ' 2o +C = 

= 2 ln| V i s + x+'l+i|—|-ln|H-2* + 

2) Calcúlese la integral / = j + i ' ^ ucst0 < I ue 

el trinomio cuadrático i—2x — x 1 tiene raíces reales z t =—1 + 
+ y^2yx¡=—i — V 2. hagamos la segunda sustitución de 
Euler (7.68) 

t = -V 

z+i+vs 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad V 1— 2x— x* = 
= t(x + i + Y2), tendremos (— 1) (x + 1 — YÜ) — t*(x + 1 + 
+ y2), así que 


-1 


1+ Kr=s^,i±iMi±L, 


De este modo. 


/= -4 /2 - r . -. 

(«* + l)(i*+2V2t + l) 


Obtenemos la integral do la fracción racional que puede calcularse 
por el lector. 

5. Integración de irracionalidades cuadráticas mediante otros procedimien¬ 
tos. Aunque las sustituciones de Euler siempre racionalizan la integral de la 
función (7.06), ellas suelen llevar a cálculos muy voluminosos y complicados. 
Por eso, en la práctica se usan con frecuencia otros procedimientos do integración 
do la función (7.66). Estos procedimiento s se examinan en e! punto presente. 

Introduciendo la designación y — ~\/az' + bx + c y teniendo en cuenta 
que y* es polinomio, podemos representar la función (7.66) en forma de la sumo 
R (x. y) = fí t (x) + R% (*)/y. 


15-607 
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donde R t (x) y fí 2 (x) son ciertas funciones racionales do una variable. Ya que 
la integral de (x) se toma (en funciones elementales), es suficiente calcular la 
integral de la función R, (x)/y. 

Ya sabemos •) que toda fracción racional R, (x) puede representarse en forma 
de la suma de un polinomio P (x) y la fracción racional propia R¡ (x). A su vez, la 
fracción racional propia R, (zi puede desarrollarse en la suma do fracciones 
simples. Tomándolo en consideración, podemos afirmar que el problema de 
integración de la función R t (x)/y se reduce al cálculo de las integrales de tres 
lipas siguientes: 

I- j dx, donde P(x) es polinomio. 

II ( -——— dz, donde A y £ son constantes, a es número natural. 

J (x—A) y 

III. í t. ..— dx, donde ,tf, Ai, p y g son constantes, X es 

J (x« + px+ ? )*y 

número natural con tal que q - -->0. 

Detengámonos en el cálculo de las Integrales de tipo I, 11 y 111 por separada . 
I. Para calcular la integral de tipo I, ante todo establecemos la fórmula 
recurrente para la integral 

fm” J ~y~ • < * on, ' e mi *0, I. 2. ... 

Para hacerlo, suponiendo m> I, integremos la siguiente identidad que se veri¬ 
fica por la diferenciación: 

(x m - | y)' = mo -22L+ (m _ -*-J b ‘ + (m-1) c 

Integrando esta identidad llegamos a la igualdad 

x™-‘y~mal m + (m - -i) 6/ m _, + (a.-1) cl m . t . (7.69) 

Tomando m = 1 en la igualdad (7.69), hallamos 

7 < 7 - 71 » 

Luego, poniendo m = 2 en la igualdad (7.69) y empleando el valor ya calcula¬ 
do ¡t (es decir, la fórmula (7.70)), hallamos 


(2ax—36) y +- 


- (36«-4<ic)/,. 


Luego continuando los razonamientos análogos, llegamos a la siguiente fórmu¬ 
la común: 

¡m = Pm-, <*) V + CjfJ 0 , (7.71) 

donde (x) es polinomio de grado m — i, y e_, constante. Si en la integral 
de tipo 1 P (x) es polinomio de grado n, entonces la integral de tipo I será igual 
a la suma de las integrales /„, /„ con ciertos multiplicadores constantes 


) Véase el § 8. 
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(coeficientes del polinomio P (x)). Por lo tanto, en virtud de la igualdad (7.71), 
obtenemos definitivamente la siguiente fórmula para la integral do tipo í: 

j te = <?n-i (*) y+C, $ (7.72) 

En esta fórmula (x) es polinomio de grado n — 1, y C„, constante. Para 
determinar ol polinomio (r) y la constante C 0 se emplea el método de coefi¬ 
cientes Indeterminados. El polinomio (x) se escribe como polinomio con 
coeficientes literales 

<?n-i(*) = A, + 4,* + . . . + 4„_,x»->. 

Diferenciando la igualdad (7.72) y multiplicando el resultado de diferenciación 
por y. obtenemos 

P (x) = Qn -i (*) (ax»-f-fcr+c)+ ~-Qn-, (*) <2ax+ó) + C 0 . (7.73) 


En ambos miembros de la igualdud (7.73) hay polinomios do grado n. Igualando 
sus coeficientes, obtenemos el sistema de « + 1 ecuaciones lineales, de la 

cusios se determinan 4-, 4,.4„_, y C„. La resolubilidad dol sistema 

obtenido s« despronde de la validez de la fórmula (7.72) demostrada anteriormen¬ 
te. Queda por agregar que la integral situada en el miembro derecho do (7.72) 

so reduce a la integral de tabla por el cambio lineal de la variable i«r+¿, 

S d 

— so reduce, con exactitud do hasta 
tactor constante, a una de las dos integrales siguientes: 

S ~ lu l»+V« i *H+g (* = const>0) 

ó 


i -y^=T “ ,rcson T + c - 

ejbmplo. Calcúlese la integral 



Para la integral considerada la fórmula (7,72) tiene la forma 

S yi+L-x» *-<*+*.+**> VT+&=7* + c. J 

(7.74) 

Di ferenciando e sta fórmula y multiplicando el resultado de la diferenciación por 
V t + 2x — x*. obtenemos 

x» = (4, + 24,x) (1 + 2x — x») + (X, + ,4,x + /t,z«) (I — x) + C„. 

Igualando los coeficientes dex 3 , x>, x>, x» en los miembros derecho e izquierdo, 
obtenemos el sistema de ecuaciones 

- 34 ,= 1 , . 

54,-24, = 0, I 
24,-4-34,— A 4 =0, f 
^i + 4«-t-Co“0. J 
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Hesolviendo este sistema, hallamos A¡, = — 1/3. A , = — 5/6, A a — —19/6, 
C„ — 4. La integral en el miembro derecho de (7.74) se calcula haciendo la 
sustitución de la variable « = x — 1. Obtenemos 


s 


dx 


j 


dt 


- aresen -f-C = aresen -f- C. 


Vi+ 2*-** J 1/2- 
En definitiva, tendremos 

S TOF — (-T-4 - i ') 

+ 4 aresen -|-C. 

II. Pasamos o calcular la integral de tipo II. Mostremos que esta integral 
se reduce a la integral de tipo I haciendo la sustitución t = -—. En efecto, 
puesto que 

~«| .-j-— (^ + ^H-c).» + (2a4 + fr) t + a 


obtenemos 


s- 


A) a g 


• dx - 


-s 


Bt n 


1 dt 


Vd’o + dó + c) f>+(2a-4 + *) »+a 


III. Calculemos, por fin, la Integral de tipo lili, ante lodo, para el casa 
particular de p =» 0, b = 0, e^ decir, calculemos la integral 

Esta intogral se descompone en la suma de dos integrales 

K,-*M [ -■ y K, = N f - , dx , 

a (** + 9) X V“** + « J (i ! ?)'■ V“ a + C 


La primera de estas integrales puedo escribirse en la forma 
K = M f dlx>) 

* 2 j ( ;;+^y^r*+c • 

de la cual se desprende que la función subintegral os irracionalidad lineal (no 
cuadrática) respecto a x 3 . En virtud de lo demo strado en el p. 2, la integral K¡ 
so racionaliza por la sustitución t — y az- + c. La integral K t puede escribirso 
en la forma *) 

1 dx 

, .2)1-2 ** 

N \ 


(l + 7^r) X >/« + ‘4- 

—4S 


(4r )“-(*) 


l*+'( 4 r )]V«+-¿* 


•) Consideramos que x =& 0. 
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de la cual se desprende que la Junción subint egral es irracionalidad lineal res¬ 
pecto a i/i*. Por lo tanto, la sustitución r= j/ a + p racionaliza la integral K,. 

Asi pues, para el caso particular cuando los dos trinomios cuadráticos no tienen 
términos de primer grado, la integral do tipo III fue racionalizada. 

Consideremos ahora el cato general de la integral de tipo III y mostremos aue 
puede reducirse a la integral de forma particular examinada anteriormente. Si los 
coeficientes de los trinomios cuadráticos satisfacen b relación 

i = ap. (7.75) 

entonces para reducir la integral de tipo III a 1a integral de forma particular 

anteriormente examinada es suficiente hacer la sustitución x=t — ■£■. En efecto, 

1 

obtenemos 


(. \íz+N)dx 

(t' + px \-q) yaz* + bx + c 

Mi+(*p. + N) 


Es más complicado reducir la integral de tipo III a la integral de forma particular 
anteriormente examinada si los coeficientes de los trinomios cuadráticos no 
satisfacen la relación (7.75). En esto caso, primeramente hacernos la sustitución 
lineal fraccional 


, P' + v 
l+« 1 


(7.70) 


escogiendo las constantes |i y v de tal modo que los trinomios cuadráticos no 
comprendan términos de primer grado respecto a I. Mostremos que se puede escoger 
tales p y v. En efecto, al hacer la sustitución (7.70), tendremos 


*’ + P*+9 


(p»+pp-l-7) < 1 -H2pv + p(M + v) + 29|/-t-(v«-fpv+q) 
(1 + 0 * 


«*»+6*+e« («P , + óp + e)«« + [2pvq + Mp+v) + 2cl<+(qv , +óv + *) 

Do este modo, los coeficientes p y v se determinan valiéndose del sistema de 
ecuaciones 


2 |iv +• p (|i + v) -f- 2 q = 0, 2pvo + 6(p + v)+2c = 0 
o del sistema de ecuaciones equivalentes 

2 le—ai) _ cp-bq 

b—ap ' ^ b—ap 
Por lo tanto, p y v son raíces de la ecuación cuadrática 


p + v= —: 


2(«—p) ¡+ ^± gQ , (7.77) 

6 — ap b — ap 

Queda por demostrar que la ecuación cuadrática (7.77) tiene raíces reales 
y diferentes. Para esto hasta demostrar que el discriminante de esta ecuación es 
positivo, o sea, bosta argumentar la desigualdad 


(c — aq)* > (cp — óí) (6 — ap). 


(7.78) 
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Ea fácil convencerse de quo la desigualdad (7.78) es equivalente a la siguiente 
desigualdad: 

12 (c + aq) — 6p]* i» (4g — p») (4 ae — 6*). (7.79) 

Puesto que el trinomio cuadrático (x* + px + g) tiene raíces complejos, enton¬ 
ces 4g — p* ;» 0. 

A ciencia ciorta, la desigualdad (7.79) tiene lugar si 4ac — 6* > 0. Demos¬ 
tremos que esta desigualdad es también válida si 4or — ó> > 0. En este caso, 

q > O. ac ~> 0 y 4 Yacq > pb. Por oso, teniendo en cuenta que ‘ V^rñg. 

tendremos 


|2 (e + ag) — ip] ! > (4 1/qác — pb) t = 

=> (4? — p*) (4ae— b») + 4 (p V«— b Vg) a > <4g — p>) (4ac — 6*) 


Esta sorie do desigualdades tiene al menos un símbolo de desigualdad estric¬ 
ta > puesto que el primer símbolo > se convierte en el símbolo — sólo para 
c — aq_. pero, si r = aq. en virtud de quo b ^ ap, a ciencia cierta (p p'üc — 
— b)/ g) y® 0 , y, por eso, el segundo símbolo^ no ae convierto en el símbolo^ 
Así pues, hemos demostrado la desigualdad (7.79), es decir, la posibilidad de 
escoger p y v tales que los trinomios cuadráticos obtenidos no comprenden térmi¬ 
nos de primor grado respecto a t. Haciendo la sustitución (7.76) con dichos p y v, 
reducimos la integral de tipo III a la forma 


! 


P(»>d< 

(<*+«.)* Va.l^+c, 


(7 80' 


donde a,, c, y g, son ciertas constantes, P (l) es polinomio de grado 2 X -- 1. 
Al desarrollar' •) la fracción —ÍLÍÍL- eu la suma de las fracciones simples, rcilu- 

+ «i ) 1 

oímos oí problema de calcular la integral (7.80) al do calcular la suma de integra¬ 
les en la forma 


Afat + A'i, 


(l»+g,l* V-hH+e, 


di (*-1,2, 


X) 


Cada una de estas integrales se refiere al tipo particular anleriormonte exami¬ 
nado. Por lo tanto hemos demostrado la inlegrabilidad (en funciones elementa¬ 
les) de las integrales de todos los tres tipos I. II y III. Do este modo, aparte do 
las sustituciones de Euler, hemos demostrado una ves más la integrabilidad de 
la función (7.66) en funciones elementales. 


EJEMPLO. Calcúlese la integral !- 


5 (l»-X 


di 


+ l)Vx a + x+t 


Esta 


integral se refiere al tipo 111. Ya que para ella ha sido infringida la rela¬ 
ción (7.75), ante todo debemos hacer la auslitución (7 76). Como resultado de 
esta última, obtenemos 

,, , r , . (p a +p+l)l a + 12 pv+(p + v) + 2)< + (v a +v + l) 

" T ' _r (l+O* 

x* — x +1 - 


(p»-p+l) t*+12py-(p+v)+2| t+(v» - v + i) 
(l+O* 


) Cuando X > 1. 



Las constantes p y v se hallan valiéndose del sistema de ecuaciones 
2 pv + (ji + v) + 2 = 0, 2 (iv — (p + v) +■ 2 = O. 

Es fácil convencerse de que •) p = 1. v = —1. De este modo, la sustitu¬ 
ción (7.76) tiene la forma z = j~ ( de manara que 

,= T=T' *-1TfV- 

I *- x+ '”(f+l r - 

La integral considerada toma a forma 

/-2Í -<* + «>&■ —/,+ /„ 

J (<«+3)V3«*+l 

donde 

/,=2 S ( í»+3, v4«*+t • ;,=2 S (,.+3>w^r- 

Para calcular la integral haga mos la sustitución + P oro ,a 

integral /,, la sustitución \/’3 + -^-. Como resultado, obtenemos 

^ = 2 S 1I^ = ^ arClg W +C “W BrC ‘ 8 l / ^ 2(í-4*' +c ’ 

/ *=- 2 5 ln Jtt +c “ 

r T 


./ x« + »+l , |/.8 

k (r i D 1 y 3 

i/Z+Z+Li/I 

r K 3 


§ 11. Integrales elípticas 

Las integrales de irracionalidades cuadráticas lógicamente incluyen las si¬ 
guientes integrales; 


J R (i, ’\Zaz 3 +bz i +ez + d) dz, 

J R (z, yaz , + bz*-\-cz' + dz+c) dz 


cuyas funciones subintegrales comprenden la raíz cuadrada de polinomios de 
tercer o cuarto grado. . 

Estas integrales se encuentran con mucha frecuencia en aplicaciones. Note¬ 
mos inmediatamente que las integrales (7.81) y (7.82), no son. hablando en gene¬ 
ral, /unciones elementales. 


*) Se podría tomar al contrario: p = — t, v — t. 
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Las dos integrales suelen llamarse elípticas si no se expresan mediante 
funciones elementales, y seudoclipticas si se expresan mediante funciones ele¬ 
mentales •). 

Debido a que las integrales (7.81) y (7.82) tienen importancia en aplicacio¬ 
nes, surgo la necesidad de confeccionar tablas y gráficas de las funciones que se 
determinan por estas integrales. Para los coeficientes a, b, c, d y e, que son 
arbitrarios, es muy difícil hacer las tablas y las gráficas. Por eso surgió el pro¬ 
blema de reducir todas las integrales de tipo (7.81) y (7.82) a ciertos tipos de 
integrales que comprenden el menor número posible de coeficientes arbitrarios 
(O como se dice reducir las integrales (7.81) y (7.82) a la forma canónica). 

Ante todo, notemos que la integral (7.81) se reduce a la integral (7.82). En 
efecto, el trinomio cúbico tiene, a ciencia cierta, al menos una raíz real x 0 , por 
lo que puedo representarse en la forma ni* + |.x’ + ex + d a (x — x,) (x* + 
+ px -i- q). 

Haciendo la sustitución x — x» = ± t’, transformamos la integral (7.81) en 
la (7.82). 

De este modo, es suficiente considerar solamente la integral (7.82). 

En virtud de los resultados del § 6, el polinomio de cuarto grado puede des¬ 
componerse en el producto do dos trinomios cuadráticos con coeficientes reales 
ar* -i- ftx s + ex 1 + dx -f- e = a (x* + px -j- q) (x* -+- p'r +• </') 
Siempre existo uno sustitución lineal o lineal fraccional que elimina los términos 
lineales de ambos trinomios cuadráticos'*). Haciendo la sustitución de este tipo, 
con exactitud de hasta el sumando que es función ulemuntal, transformemos la 
integra) (2.82) a la forma 


> R (>«) dt 

l(l-i-mí>)(H-m'i«) 


donde R es cierta función racional. Luego, se puede mostrar que para cualesquie¬ 
ra combinaciones do valores absolutos y signos de las constantes A, m y m' 
existe una sustitución quo reduce la integral (7 83) a la llamada integral canónica 


f _ fí < ( * 8) dz _ (7.84) 

i (i — .*) (1 — A*=») • ' 

en la cual mediante k se denota una constante que satisíacc la condición 0 < k < 

< 1. 

Todo integral canónica (7.84) puede reducirse o tres integrales normales 
siguientes con exactitud de hasta un sumando que es función elemental: 


_ dz _ f d dz 

V(l— J») (1 —*»z») ’ i (t— Z*)(1 — l 


1 + 1,1') V(t-J*)(i-**Z>) 


(0 < * < 1 ). 


Las integrales (7.85) suelen llamarse integrales elípticas de primer, segundo y tercer 
género, respectivamente. Como mostró Liouvillo ***), cada una de estas integrales 
es función no elemental. Las integrales elípticas de primer y segundo género 
comprenden solamente un parámetro * que toma valores reales del intervalo 
0< * < 1, y, además, 1a integral elíptica de tercer género comprende el Pará¬ 
metro h que puede también tomar valores complejos. 


*) loscph Liouville, matemático francés (1809—1882). 

*•) Las denominaciones do estas integrales fueron dadas por primera vez 
cuando los matemáticos tropezaron con el problema de rectificar la elipse (vease 
el ejemplo 3 del p. 6 del § 1 del cap. 2, tomo 2). 

•*•) Se demuestra de modo igual que en el p. 5 del § 10. 




§ II. Integrales elípticas 
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Legendro •) simplificó aun más las integrales (7.85) haciendo la susti¬ 
tución j = sen q> (0 < 9 < n.’ 2 ) ... . „ . . 

Empleando esta sustitución, la primera de las integrales (7.85) so translor- 
ma en la forma 


dtp 


\/\ — k* sen 1 tf 


(7.86) 


Con esta sustitución la segunda do las integrales (7.85) resulta ser igual, con 
exactitud de hasta factor constante, a la diferencia de la integral (7.86) y la 
siguiente integral: 

^ 1/1 — *• sen* <c dtp. (7.87) 

l.a torcera do las integrales (7.85) se reduce a la forma 

f _ d f . (7.88) 

} (1 -i- fc sen* 9 ) "V^l — k l sen 9 

Las integrales (7.86), (7.87) y (7 88 ) suelen llamarse Integrales elípticas de primer, 
segundo y tercer género, respectivamente, en forma de Legendre. 

En las aplicaciones desempeñan un papel especialmente importante las inte¬ 
grales (7.86) y (7.87). Si consideremos que ambas se anulan para 9 -= 0, entonces, 
obtenemos dos funciones bien determinadas que suelen denotarse por los símbolos 
F lk 9 ) y E (*. 9 ). Legendre y otros matemáticos examinaron sus propiedades. 
Para estas integrales fue establecida una serie de fórmulas y confeccionadas 

labias mipho 3 ^£ f| ulc | ono¡ , elementales, las funcloucs E y F fueron introduci; 
das a la familia de las funciones que se usan con frecuencia en el análisis. Aquí 
vale notar otra ves que el concepto de función elemental es de carácter convencio¬ 
nal. Además, debemos, subrayar’que los problemas del cálculo Integral no so 
limitan de ninguna manera a estudiar funciones integrables en funciones ele¬ 
mentales. 


) Adrien Marie Legendre, matemático francés (1752—1833). 



Capítulo 8 


TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE LAS FUNCIONES 
CONTINUAS Y DIFERENCIABLES 


Ya conocemos los conceptos de función continua y función dife¬ 
renciadle que fueron introducidos en los capítulos 4 y 5. En el pre¬ 
sente capítulo establecemos una serie de propiedades importantes 
de funciones arbitrarias continuas y diferenciadles. Para deducir 
estas propiedades introducimos una nudva definición del valor limite 
de la función y demostramos la equivalencia de esta definición a la 
anterior dada en el cap. 4. 


§ I. Nueva definición del valor limite de la función 

1. Nueva definición del valor limite de la función. Su equiva¬ 
lencia a la definición anterior. Sea que, igual que en el § 2 del cap, 4, 
la función y = f (x) está definida sobre un conjunto {x} y sea a un 
punto que tal vez no pertenezca al conjunto (xj, pero posee la pro¬ 
piedad que en cualquier e-entorno del punto a existen puntos del 
conjunto (x). 

Recordemos la de/inición anterior del valor límite de la función 
introducida en el cap. 4: el número b se denomina valor limite de la 

¡unción f (x) en el punto x = a si, para cualquier sucesión x„ x . 

. ... x„, ... de valores del argumento x convergente a a cuyos elementos 
son diferentes de a. la sucesión correspondiente ¡ x,. fx 2 , . ■ ., (/ (x„), ... 
... de valores de la ¡unción converge a b 

Ahora enunciemos 

Nueva de/inición del valor limite de la ¡unción. El número b se 
denomina valor limite de la ¡unción / (x) en el punto x = o sí para 
cualquier número positivo e existe un número positivo 6 *) tal que para 
todos los valores del argumento x que salis/acen la desigualdad 0 < 
< | x — a | < Ó es válida la desigualdad I / (x) — b | < e **). 

Observación i. La limitación 0 < | x —- a | significa que se 
consideran los valores del argumento x diferentes de a. La limitación 
se hace evidente si recordamos que la función examinada / (x) puede 
ser inde/inida en el punto a. Sin esta limitación sería imposible 
definir la derivada /' (a) como valor límite de la función F ( x) = 
= eu el punto a. 


*) Ya quo ó depende de e. a veces se escribo 6 — 6 (a). 

•*) La definición anterior del valor límite do la función se denomina tam- 
bién definición del valor límite según Home, y la definición nueva,según Cauchv. 



§ 1. Nueva definición del valor limita 
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Observación 2. Desde el punto de vísta lógico, lo principal en la 
definición nueva es lo que para cualquier e > 0 existe un número 
positivo 6 que corresponde a esta e y garantiza la validez de la desigual¬ 
dad | / (i) — 6 | < e para todos los valores del argumento x que 
satisfacen la desigualdad 0 < | x — a | < ó. 

observación 3. Empleando el concepto de aproximación de la 
función / (x) en el entorno del punto x — o, con exactitud fijada de 
antemano e, podemos formular nueva definición del valor limite 



de la función de otra manera: el numero b se denomina valor límite de 
la función f (x) en el punto a si para cualquier exactitud fijada de ante¬ 
mano e se puede indicar un b-entorno del punto a tal que para todos los 
valores del argumento x diferentes de a y pertenecientes a dicho 6 -entor¬ 
no, el número b aproxima el valor de la función f (x) con exactitud e 
(fig 8.1). 

Teorema 8.1. Las definiciones nueva y vieja del valor límite de la 
Junción son equivalentes. 

demostración. 1) Sea. primero, que el número b es valor límite 
de la función / (x) en el punto a según la definición nueva. Demostre¬ 
mos que según la definición vieja este mismo número 6 es también 
valor límite de la función / (x) en el punto a. Sea {x„} cualquier suce¬ 
sión de valores del argumento convergente al número a todos los 
elementos de la cual son diferentes de a. Hay que demostrar que la 
sucesión correspondiente ¡/ (x„)} de valores de la función converge 
al número b. Fijemos cualquier e > 0. Según la nueva definición del 
valor límite de la función, para este e existe un 6>0 tal que 
| f (x) — b | < e para todos los valores del argumento x para los 
cuales 0 < | x — a | < ó- Ya que la sucesión {x„} converge al nú¬ 
mero jV tal que 0 < | x„ — a | < 6 para N. Por lo tanto, 
I / (x n ) — b |<e, n^s N. lo quo significa la convergencia de la 
sucesión {/ (x„)} al número b. 
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2) Sea, ahora, que según la definición vieja el número b es valor 
límite de la función / ( x) en el punto a. Demostremos que según la- 
definición nueva este mismo número b es también valor límite de la 
/ ( x) en el punto a. Supongamos que no es así. Entonces, para cierto 
número positivo e no existe el número positivo garantizado Ó indicado 
en la nueva definición, es decir, para este e y para un 8 positivo, 
cualquier pequeño que sea, existe al menos un valor del argumento x 
tal que 0 < | x — a \ < 6. pero | / (x) — b |¡> e. 

Conforme a lo dicho, podemos tomar la sucesión ó„ = Un (n = 1, 
2, 3, . . .) y comprobar que para cada uno de sus elementos Ó„ — 1/n 
existe al menos un valor del argumento x„ tal que 

0<lx„ —pero |/(r n ) —6|>e. (8.1) 

La desigualdad izquierda de las desigualdades (8.1) significa que 
la sucesión ¡i„) converge al número a y se compone de elementos 
diferentes do a. Pero, entonces, según la vieja definición del valor 
límite de la función, la sucesión correspondiente {/ (i„)} de valores 
de la función converge al número b. lo que contradice la desigualdad 
derecha de las desigualdades (8.1) válida para todos los números «. 
La contradicción obtenida muestra que el teorema queda demostrado. 

La nueva definición del valor límite de la función permite enun¬ 
ciar la 

Nueva definición de la continuidad de la función en el punió 
x = a *). La función / (x) se denomina continua en el punto x — a si 
para cualquier número positivo e existe un número positivo 6 tal que 
para todos los valores del argumento x que satisfacen la desigualdad 
I x — a | < 6 es válida la desigualdad 

I / (*) — / (a) | < e (8.2) 

Observación 4. En esta definición no es necesario poner la limita¬ 
ción 0 < | x — a | puesto que para x = a el miembro izquierdo de 
(8.2) se anula y la desigualdad (8.2) es a ciencia cierta válida. 

Por analogía a lo expuesto anteriormente se enuncia la nueva 
definición del valor límite de la función y se demuestra su equiva¬ 
lencia a la vieja definición también para el caso cuando uno o ambos 
números a y b se convierten en -foo o —oo. Limitémonos a enunciar 
la nueva definición del valor limite de la función para el caso cuando 
a = -f oo: el número b se denomina valor limíte de f (x) para x—r -feo 
si para cualquier número positivo e existe un número positivo A tal que 
para todos los valores del argumento x que satisfacen la desigualdad 
x > A es válida la desigualdad | / (x) — b \ <. e. 

La fig. 8.2. explica la definición dada. 

•) Naturalmente, al mismo tiempo se supone que ta función p = / (*) 
está también definida en el propio punto a. 
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Para concluir, enunciemos la nueva definición de los valores 
limite derecho e izquierdo de la función / (a:) en el punto a: el número 
b se denomina valor límite derecho ( izquierdo ) de la junción / (x) en el 
punto a si para cualquier número positivo e existe un número positivo 6 
tal que para todos los valores del argumento x que satisfacen la desi¬ 
gualdad 0 < x — a < ó (0 < a — x < ó) es válida la desigualdad 
| / (x) - b | < e. 



La equivalencia de esta definición a la definición vieja del valor 
limite derecho (izquierdo) so demuestra do modo completamente 
análogo al teorema 8.1. 

2. Condición necesaria y suficiente de la existencia del valor límite 
de la función (criterio de Cauchy). Empleando la equivalencia do 
las definiciones nueva y vieja del valor límite de la función, estable¬ 
cemos la condición necesaria y suficiente de la existencia del valor 
limite de la función / (x) en el punto a. 

Definición. Diremos que en el punto x — a la función ¡ (x) satisface 
la condición de Cauchy si para cualquier número positivo e existe un 
número positivo 6 tal que. cualesquiera que sean dos valores del argu¬ 
mento x y x" que satisfacen las desigualdades 0 < | x' ~ a | < ó 
y 0 < | x" — a | < Ó, para los valores correspondientes de la función 
es válida la desigualdad 

| / (x') - / (x*) < e. 

Teorema 8.2(criterio de Cauchy). Para que la función f (x) tenga 
valor límite finito en el punto x — a es necesario y suficiente que la 
función f(x) satisfaga, en este punto, la condición de Cauchy. 

demostración. 1) necesidad. Sea que existe el valor limite fini¬ 
to lím / (x) = 6. Demostremos que en ol punto x = o la 

X—U 

función / (x) satisface la condición de Cauchy. Tomemos un e > 0 
arbitrario. Según la nueva definición del valor límite de la función, 
para el número positivo e/ 2 existe un número positivo ó tal que cuales- 
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quiera que sean los valores del argumento x' y x" que satisfacen las 
desigualdades 0 < 1 x 1 — n|<6 y O < | X" — a \ < 6, para los 
valores correspondientes de la función son válidas las desigualdades 
| / (x') — fe | < e/2 y | / ( x ') — fe | < e/2. Ya que el módulo de 
la suma de dos magnitudes no supera la suma de sus módulos, 
entonces, de las últimas desigualdades obtenemos 

| / (x') - / (*■) | = |l/ (x‘) - ó) - 1 / (x’) - fe) |< 

< | / (x') - b 1 + | / (*') - b | < e. 
Por lo tanto, queda demostrado que la función / (x) satisface la 
condición de Cauchy en el punto x = a . 

2) suficiencia Sea que la función / (x) satisface, en el punto 
x = a, la condición de Cauchy. Demostremos que la función / (i) 
tiene valor limite en el punto x = a. Sea {x„} cualquier sucesión 
de valores del argumento convergente a a, todos los elementos x„ 
de la cual son diferentes de a. En virtud de la vieja definición del 
valor limite de la función basta demostrar que la sucesión correspon¬ 
diente {/ (x„)j de valores de la función converge a un número b con 
tal que este número b es igual para todas las sucesiones (x „} conver¬ 
gentes a a tales que x„ 9 b a. 

En primer lugar demostremos la convergencia de toda sucesión 
{/ (x„)}. Sea dado un e > 0 arbitrarlo. Tomemos el número positi¬ 
vo ó que corresponde a este e según la condición de Cauchy y, em¬ 
pleando la convergencia de la sucesión {x„} hacia a. para este o escoge¬ 
mos un número N tal que 

0 < | x„ — a | < ó para N. 

Además, para cualquier p natural (p = 1, 2, . . .), con tanta más 
razón. 

0 < | x n+p — fl | < ó para n> N. 

En virtud de la condición de Cauchy, las dos últimas desigualdades 
llevan a la desigualdad | / (x n+p — / (x„) | < f, para n^eN, es 
decir, demuestran el carácter fundamental do la sucesión |/(i„)¡. 
Conforme al criterio de Cauchy para la sucesión (es decir, conforme 
al teorema 3.19), la sucesión {/ (x„)} converge a un número fe. 

Demostremos, ahora, que todas las sucesiones {/(x„)¡ corres¬ 
pondientes a todas las sucesiones posibles {x„ }, convergentes hacia a, 
tienen un mismo límite 6 . 

Sean {x„} y {xñ} cualesquiera dos sucesiones de valores del argu¬ 
mento convergentes hacia a, todos los elementos de las cuales son 
diferentes de a. En virtud de lo demostrado anteriormente, ambas 
sucesiones {/ (x„)} y {/ (xñ)} convergen. Denotemos el limite de 
la primera de estas sucesiones por 6 , y el de la segunda, por fe'. Demos¬ 
tremos que 6 = fe'. Consideremos la sucesión convergente a a 
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En virtud de lo anteriormente demostrado, la sucesión correspon¬ 
diente de valores do la función 

1 (*i). / t (*s). / (*',) ./ (z„), / (*;>,. . . 

es convergente. Pero, entonces, en virtud del p. i del § 4 del cap. 3, 
todas las subsucesiones de esta sucesión, incluso {/ (x n )} y {/ (x ' n )}, 
convergen a un mismo límite, es decir, b = ó'. El teorema 8.2 queda 
demostrado. 

De manera análoga se enuncia la condición de Cauchy y so esta¬ 
blece la condición necesaria y suficiente de la existencia del valor 
límite de la función f (x) cuando z-v+oo y cuando z-*- — oo. 
Limitémonos a las formulaciones cuando z-*• + oo. 

Diremos que la función f (z) satisface la condición de Cauchy para 
x-*■ oo si para cualquier número positivo e existe un número posi¬ 
tivo A tal que para cualesquiera dos valores del argumento x' y x" supe¬ 
riores a A es válida la desigualdad | / (x') — / (x") < e. 

De la manera completamente análoga al teorema 8.2 se demues¬ 
tra la siguiente afirmación: para que la función f(x) tenga valor limite 
finito cuando x-*- -l-oo, es necesario y suficiente que para x—► -foo 
satisfaga la condición de Cauchy. 

§ 2. El carácter acotado local de la función 
que tiene valor limite 

En completa conformidad con la definición del conjunto de 
números reales superiormente (inferiormente) acolado *) introduci¬ 
mos el concepto de la función superiormente ( inferiormente) acolada 
sobre un conjunto dado. 

Definición l. La función f(x) se denomina superiormente ( inferior- 
mente] | acotada sobre un confunto{x) si existe un número real M (un 
número m) tal que para iodos los valores del argumento x del conjunto 
(x) es válida la desigualdad f (x) ^ M (/ (x)> m). 

En este caso el número M (el número m) se denomina cola 
superior (inferior) de la función / (x) en el conjunto {x}. 

Definición 2. La función f (x) se denomina acotada por ambos lados 
o simplemente acotada sobre el conjunto {x} si está acotada sobre este 
conjunto, tanto superior como inferiormente, es decir, si existen números 
reales m y Af tales que para todos los valores del argumento x del conjunto 
(x) son válidas las desigualdades m^Z f (x)-^. M. 

De este modo, la acotación de la función / (x) sobre el conjun¬ 
to (x) significa la acotación del conjunto de todos los valores do 
esta función. 

ejemplos. 1) La función / (x) = sec x = ^ - no está acotada 
superiormente sobre el semisegmento [0, ji/ 21, pero está inferior- 


) Véase el p. 5 del f i en el cap. 2. 
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mentó acotada (como la cota inferior se puede tomar cualquier 
número mSi i). 

2) La función de Dirichlet *) está acotada por ambos lados sobre 
cualquier segmento la, 6) (como la cota inferior se puede tomar cual¬ 
quier número ms^ 0, y como la superior, cualquier número 1). 

Teorema 8.3. Si la función f (x) tiene valor límite finito en el punto 
x — a, entonces existe un 6-entorno del punto a **) tal que para todos 
los valores del argumento de dicho 6-entorno la junción f (x) está aco¬ 
tada ***). 

demostración. Sea b = lím / (x). Según la nueva definición 

X—O 

del valor límite de la función, para cierto número positivo e existe 

un número positivo ó tal que 
I / (*) — b | < e cuando 0< | x— 
— a | < 6, o 

h — t</(i)<l+i cuando 
a — ó < x < a + ó yxgfca. 

Si el valor x =- a no entra en 
el campo de definición de la fun¬ 
ción. el teorema queda demostrado 
(puesto que las desigualdades (8.3) 
significan que para todos los 
valores del argumento x del 
ó-cntorno del punto a, los valores de la función / (x) se compren¬ 
den entre b — e y b + e). 

Si la función / (x) está también definida para x = a y en el pun¬ 
to a toma cierto valor f (a), entonces, al designar mediante m el 
menor de dos números (6 — e) y / (a) y mediante M el mayor de 
dos números (6 -J- e) y f (a), so puede extraer de las desigualda¬ 
des (8.3) las desigualdades siguientes: 

m=g; / (x)^ M cuando a — 6 < x < a + 8. 

Las últimas desigualdades significan que la función / (x) está acota¬ 
da en todos los puntos del 6-entorno del punto a. El teorema queda 
demostrado. La fig. 8.3 puede ilustrar el teorema 8.3. 

observación. La propiedad de la función que se establece por el 
teorema 8.3 se denomina acotación local de la función que tiene valor 
límite. 


•) Recordemos que se denomina función de Dirichlet la función igual a la 
unidad, para todos los valores racionales dol argumento, y a cero, para todos 
los valores irracionales del argumento 

•*) Recordemos que se denomina 6 -entorno del punto a el intervalo (a — 8, 
a + 6) donde 6 > 0. 

**•) No excluimos ol caso cuando la función y — / (z) está dada sobre cierto 
conjunto fr } que no llena completamente ningún 6-entorno del punto a. 
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Corolario del teorema 8.3. Si la función f (x) es continua en el 
punto x = a, entonces esta función está acotada para todos los valores 
del argumento de cierto o-entorno del punto a. (La función continua en 
en el punto x — a tiene valor límite finito en este punto). 

§ 3. Teorema sobre la 'estabilidad del signo de una 
función continua 

Teorema 8.4. Si la función f (x) es continua en el punto x — a 
y si / (a) ^ 0 entonces existe un 6-entorno del punto a tal que para 
todos los valores del argumento de dicho ó -entorno la función f (x) no se 
anula y tiene el signo coincidente con el signo de f (a). 

demostración. Yu que la función es continua en el punto a, enton¬ 
ces existe lím / (x) = b con tal que b = f (a) ^ 0. Según la 

x**a 

nueva definición del valor límite de la función, para cualquier e >0 
existe un Ó > 0 tal que 
b — e < / (x) < b + e cuando*) 
a■ — 6 < x < a -|- Ó. (8.4) 

Como tomemos un número posi¬ 
tivo que satisface la exigencia 
e < | 6 |. Al elegir e de osle 
modo, tenemos que b — e, 
b I- e y b son de un mismo 
signo. Por lo tanto, conforme a 
(8.4), en todos los puntos del 
ó-entorno del punto a. la función 
/ (x) conserva el signo del número b = f (a). El teorema queda 
demostrado. La fig. 8.4 puede ilustrar el teorema 8.4. 

OBSERVACION PARA EL teorema 8 4. El teorema 8.4 puedo transferir¬ 
se para el caso de la función I (x) continua en el punto dado x — a 
por la derecha ( izquierda). Sea o un número positivo. Pongámonos de 
acuerdo llamar semientorno derecho del punto x — a el scmisegmento 
[a, a i ó) y semientorno Izquierdo del punió x = a el semisegmento 
(a — ó, ai. Tiene lugar la afirmación siguiente', si la función f (x) es 
continua en el punto x = a por la derecha (por la izquierda) y si f (a)=¿= 0, 
entonces existe un semientorno derecho (izquierdo) del punto x = a tal 
que para todos los valores del argumento de dicho semientorno la fun¬ 
ción f (x) no se anula y tiene el signo coincidente con el signo de f (a). 

La demostración de esta afirmación repite casi literalmente la 
demostración del teorema 8.4 con tal que en vez do las desigualdades 
derechas de (8.4) obtenemos las desigualdades x < a -f- ó (a — 
— Ó < x< a). 

*) Al mismo tiempo, no es necesario excluir el valor x ~ a puesto que para 
in función continua / (x) el valor / (a) = b también satisface las desigualdades 
izquierdas de (8.4) 

16-G07 
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§ 4. Paso de una [unción continua por cualquier 
valor intermedio 

1. Paso de una función continua por el cero cuando el signo cambia. 

Teorema. 8.5. Sea la /unción f (x) continua sobre el segmento la. 61 

y sea que en los extremos del segmento los valores de esta función f (a) 
y f ( b) son números de signos diferentes. Entonces, dentro del segmen¬ 
to [a, 61 existe un punto |, en el cual el valor de la función es igual 
a cero. 

DEMOSTRACION. Para la precisión, supongamos que / (a) < 0, 
f (6) >■ 0. Consideremos el conjunto (x¡ de todos los valores x del 

segmento [a, 61 para los cuales 
f (x) < 0. Este conjunto tiene 
^ al menas un elemento x = a 

(puesto que / (a) < 0) y está 
superiormente acotado (por 
i ejemplo, por el valor x= 6). Según 

ye ¡ el teorema 2.1. el conjunto {x} 

n / _L__ tiene cota superior exacta que se 

o ¡~/t * * denota mediante £. 

'/ Ante todo, observemos que el 

■' punto j es punto Interior del seg- 

P*8- ”'5 mentó la, 61 puesto que déla con¬ 

tinuidad de la función f (x) en el 
segmento la, 6] y de las condiciones f (a) < 0, / (6) > 0, en virtud 
de la observación para el teorema 8.4, se desprende que existe un 
semientorno derecho del punto x = a que comprende / (x) < 0 
y un semientorno izquierdo del punto x = 6 que comprende / (x) > 
> 0. Demostremos ahora que / (£) = 0. Si no fuera así, entonces, 
por el teorema 8.4, existiría un ó-entorno | — ó < x < I + ó del 
punto 6 entre los limites de la cual la función f (x) tendría un signo 
determinado. Pero esto es imposible puesto »i¡e. según la definición 
de la cota superior exacta, existe al menos un valor x del semiseg- 
meiito | — ó < x< s tal que / (x) < 0, y para todo valor x del 
intervalo l < x < fc + 6. / (x)> 0. Pues. / (&) - O. El teorema 
queda demostrado. La fig- 8.5 puede ilustrar el teorema 8.5. 

2. Paso de una función continua por cualquier valor inter¬ 
medio. 

Teorema 8.6. Sea la función f (x) continua sobre el segmento la. 61 
Con tal que f (a) — A, f (6) = B- Sea, luego, C Cualquier número 
coínprendido entre A y B. Entonces, en el segmento l a, 6) existe un 
punto l tal que f (|) = C. 

demostración. Debemos considerar solamente el caso cuando 
A rffs 8 y C no coincide con ninguno de los números A y B. Sea, para 
íd precisión, A<Byd<C<B. Consideremos la función ip (x) = 
= f (¿) — C. Esta función es continua en el segmento [a, 6] (como Id 
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diferencia de las funciones continuas) y en Jos extremos de este seg¬ 
mento toma valores de signos diferentes 

•P («) = / (o) = C = A - C < 0, <p ( 6 ) = / (b) - C = B - C >0 
Según el teorema 8 5, dentro del segmento (a, b) existe un punto £ 
tal que <p (6) = / (6) = C — 0. Por lo tanto, / (|) = C. El teorema 
queda demostrado. 

§ 5. El carácter acotado de la función, continua en 
ud segmento 

Teorema 8.7 (primer teorema de Weier atraía). Si la junción -/te) 
es continua en el segmento la, ¿>] entonces está acotada sobre esté seg¬ 
mento. 

DEMOSTRACION. Demostremos que la función / ( i) está superior¬ 
mente acotada en el segmento la, ó) (la acotación inferior se demues¬ 
tra de modo completamente análogo). 

Supongamos lo contrario, es decir, admitamos que la / (x) no es 
acotada superiormente en el segmento (a, 6). 

Entonces, para cualquier número natural n (n = 1, 2, . . .) existe 
al menos un punto z„ del segmento (a, b ) tal que / (x„) > n (deotro 
modo, / (x) sería superiormente acotada en el segmento (a. i>|). 

De este modo, existe una sucesión de valores x„ del segmento la, 61 
tal que la sucesión correspondiente de valores de la función {/(x„)í 
es infinita. En virtud del teorema de Bolzano — Weiorstrass (véase 
el teorema 3.17 del p. 4 del § 4 del cap. 3), de la sucesión (z n ) so pue¬ 
de separar una subsucesión convergente al punto | que, conforme a la 
observación 2 de dicho teorema, pertenece al segmento la, 6], Denote¬ 
mos esta subsucesión mediante el símbolo {x„ } (n = 1, 2, . . .). 
En virtud de la continuidad de la función / (x) en el punto £ la subsu¬ 
cesión correspondiente de valores de la función {/ (i|, n )) debe obli¬ 
gatoriamente convergir a / (£). Pero esto es imposible puesto que, 
siendo separada de la sucesión infinita {/ (z„)), la subsucesión 
{/ (**„)}. I a misma es infinita (véase el p. 1 del § 4 del cap 3). La 
contradicción obtenida muestra que el teorema queda demostrado. 

observación. Para el intervalo (o el semisegmento), la afirmación 
análoga al teorema 8.7 ya no es válida, puesto que de la conti¬ 
nuidad de la función en el intervalo (o en el semisegmento) ya no se 
desprende la acotación de esta función en dicho conjunto. Por ejem¬ 
plo, consideremos la función / (x) =» 1/x sobre el intervalo (0, 1) 
(o sobre el semisegmento (0, lj). Esta función es continua sobre dicho 
intervalo (o semisegmento), pero no está acotada sobre él, puesto 
que existe una sucesión do puntos x„ — 1/n (n = 2, 3, . . .) pertene¬ 
cientes a dicho intervalo (o semisegmento) tal que la sucesión corres¬ 
pondiente de valores de la función {/ (x„)} = jn} es infinita. 
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§ 6. Cotas exactas de una función y cómo las alcanza 
una función, continua en un segmento 

1. Concepto de cotas exactas superior e inferior de una función 
sobre un conjunto dado. Consideremos una función / (x) superior¬ 
mente (inferiormente) acotada sobre un conjunto dado {i}*). Emplean¬ 
do, para el conjunto de todos los valores de esta función, el concep¬ 
to de cota superior exacta (inferior exacta) introducido en el p. 5 
del § 1 del cap. 2, llegamos a la siguiente definición. El número M 
(el numero m) se denomina cota superior exacta (inferior exacta) de la 
función / (x) sobre el conjunto {x} si se cumplen dos exigencias siguien¬ 
tes: 1) para todo valor x del conjunto {x} es válida la desigualdad / (x) 

^ M (I (x)> m), 2) cualquiera que sea un número positivo e, existe al 
menos un valor x del conjunto {z¡ para el cual es válida la desigualdad 

/ (x) > M — e / (x) < m + «. 

En esta definición la exigencia 1) comprueba que el número M (el nú¬ 
mero m) es una de las cotas superiores (inferiores) de la función 
/ ( x) sobre el conjunto (x), y la exigencia 2) dice que osta cota es la 
mínima (la máxima) y no puede disminuirse (aumentarse). Para 
designar las cotas superior exacta e inferior exacta de la función / (x) 
sobre el conjunto ¡x) se usan los siguientes símbolos: 

JVf = sup {/(x)), m = inf {/(*)}. 
l*) (*) 

Del teorema 2.1 demostrado en el p. 5 del § 1 del cap. 2 se desprende 
directamente la siguiente afirmación: si la junción j (x) está superior¬ 
mente (injeriormenle) acotada sobre el conjunto (x), entonces, en este 
conjunto la junción f (x) tiene cota superior exarta (inferior exacta). 

Lógicamente, surge la pregunta de si es alcanzable la cota superior 
exacta (Interior exacta) de la junción, es decir, si entre los puntos del 
conjunto {x} existe un punto x tal que el valor de la función en este 
punto es igual a la cota. El siguiente ejemplo muestra que, hablando 
en general, las colas superior exacta o inferior exacta no son alean- 
zables. 

Consideremos en el segmento 10, tt/2] la función 
fsenx, si 0 <x<n!2, 

/(*)■= 1 1 / 2 , si x=0 y x = n/2. 

Esta función está acotada en el segmento 10, n/21, tanto superior como 
inferiormente, y tiene en este segmento la cota superior exacta 
M = 1 y la cota inferior exacta m — 0. Sin embargo, en ningún 
punto del segmento [0, Jt/2] la función toma valores iguales a estas 


•) La definición de la función superiormente (interiormente) acotada sobre 
un conjunto prefijado se da al comenzar el § 2 del presonte capítulo. 
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cotas (fig. 8.0). De este modo, la función considerada no tiene valores 
máximo ni mínimo en el segmento 10, nl2). 

Fijemos la atención en que la función considerada no es continua 
en el segmento 10, n/2I. Este hecho no es casual, puesto que, como 
lo demostraremos en el siguiente punto, la función, continua en un 
segmento, alcanza obligatoriamente sus cotas superiores e inferiores 
exactas en algunos puntos de este segmento. 

2. Cómo una función, continua en un segmento, alcanza sus cotas 
exactas. Sea la función / (x) continua en un segmento la, 61. Enton¬ 
ces, en virtud del teorema 8.7, 
esta función es acotada, en este 
segmento, tanto superior como 
interiormente. Por lo tanto, con¬ 
forme a la afirmación enunciada 
en el punto anterior, en el seg¬ 
mento [a, 61 esta función tiene la 
cota superior exacta M y la cota 
inferior exacta m. Demostremos 
que estas cotas son alcanzables. 

Teorema 8.8 (segundo teore- 
nui de Weieratrass). Si la fun¬ 
ción f(x) es continua en el segmento la, 6] alcanza sus cotas superior e 
inferior exactas en este segmento (os decir, en el segmento la, 61 existen 
puntos x, y x, tales que / (x,) = M. / (x.) = m). 

demostración . Demostremos que en el segmento [a, 61 la fun¬ 
ción / (x) alcanza su cola superior exacta M (para la cola inferior exac¬ 
ta la demostración os análoga). 

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que en ningún 
punto dol segmento lo. 61 la función / (x) toma valor igual a M. 
Entonces, para todos los puntos del segmento la, 6) es válida la des¬ 
igualdad l(x)<M y en el segmento la, 61 podemos considerar la 
función siempre positiva 

F (x)= M-Hx) ' 

Ya que el denominador M — / (x) no se anula y es continuo en el seg¬ 
mento la, 61, entonces, según el teorema 4.2, la función F (x) es 
también continua en el segmento [a, 6|. En este caso, de acuerdo con 
el teorema 8.7., In función F(x) está acotada en el (a, 6], o sea, existe 
un número positivo B tal que para todos los x del segmento la, 6! 

F (*)= M-Ox) < B ~ 

La última desigualdad (teniendo en cuenta que M — / (x) > 0) 
puede escribirse en la forma 

/<*)< M~~. 
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Dicha relación, válida para todos los puntos x del segmento [a, ó) 
contradice el hecho de que el número M es cota superior exacta (la 
mínima entre todas las cotas superiores) de la función / (x) en el seg¬ 
mento (a, 6). La contradicción obtenida muestra que el teorema 
queda demostrado. 

observación 1 . La afirmación análoga al teorema 8.8 no tiene 
lugar para el intervalo y el semisegmento. En efecto, en la observa¬ 
ción del teorema 8.7 (véase el § 5) hemos dado el ejemplo de la 
función continua sobre el intervalo (semisegmento) y no acotada en 
éste (la cota superior (o inferior) exacta de esta función no sólo puede 
ser alcanzada sino no existe). 

observación 2. Después de demostrar quo la función, continua en 
un segmento, alcanza sus cotas superior e inferior exactas en este 
segmento, podemos llamar valor máximo a la cota superior exacta 
y valor mínimo de la función f (x) en este segmento a la cota inferior 
exacta y enunciar el teorema 8.8 de otra forma: la función, continua 
en un segmento, tiene en este segmento valores máximo y mínimo *)■ 

observación 3. Entre otras propiedades de la función, continua 
en un segmento, hay la propiedad llamada continuidad uniforme. 
La examinaremos en el § 4 del cap. 1 dol tomo 2. Aquí solamente 
notemos que los pp. 1 y 2 del § 4 del cap. 1 del tomo 2 pueden leerse 
después del párrafo presente. 


§ 7. Crecimiento (decrecimiento) de la función en un 
punto. Máximo (mfnlmo) local 

1. Crecimiento (decrecimiento) de la función en un punto. Supon¬ 
gamos que la función / (z) está definida siempre en un entorno del 
punto c. 

Definición. Se dice que la función (/ (x) crece ( decrece ) en el punto c 
si existe un entorno del punto c, entre los límites del cual f (x) > f (c) 
para x > c y / (x) < / (e) para x < c (f (x) < f (c) para x>c 
y ./(*>>/(«) P ara *<«)• 

En la fíg. 8.7 está representada la función creciente en el pun¬ 
to c y decreciente en el punto d. 

Establecemos la condición suficiente del crecimiento (decrecimien¬ 
to) de la función f (x) en el punto c. 


•) Notemos que las funciones, discontinuas en un segmento, pueden tenor 
también valores máximo y mínimo en este segmento. Así, por ejemplo, la fun¬ 
ción de Dirichlet, ya conocida dol i 1. dol cap. 4, 

( 1 , si x es racional, 

0 , si x es irracional 

es discontinua en todo punto de cualqoier segmento (a, ó], pero en este soginento 
tiene el valor máximo igual a la unidad y el valor mínimo igual a cero. 
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Teorema 8.9. Si la función f (x) es diferenciable en el punto c 
y /' ( c ) > 0 (/’ (c) <C 0), entonces esta función crece (decrece) en ,el 
punto c. 

demostración. Demostremos ei teorema para el caso de f ( c ) > 0 
(el caso de f (c) < 0 se considera de modo completamente análogo). 
Ya que 

/• (c )»Hm Uti-IM, 

x-c 1 C 

entonces, según nueva definición del valor límite de la función, 
para cualquier e > 0 existe un ó positivo tal que 

V (g) - « < LM x Zl (C> < f‘ (c) + e 3 ¡ 0<|*-c|<6. (8.5) 

Como e tomemos un número positivo menor que /' (c). Enton¬ 
ces, /' (c) — e > 0 y, por lo tanto, de (8.5) obtenemos 

—i'/’ >0- si0<|i_c|<6. (8.6) 



La expresión (8.6) significa que en todos los puntos del b-entorno del 
punto c f (x)>/ (c) si x > c y / (x) < / (c) si x < c. El crecimiento 
de la función / ( x) en el punto 
c queda demostrado. 

Observación. Subrayemos que 
la positividad (la negallvadad) 
de la derivada f'(c) no es con¬ 
dición necesaria del crecimiento 
(decrecimiento) de la función f (i) 
en el punto c. A título de ejem¬ 
plo, indiquemos la función 
/ (x) — x 3 que crece en el punto 
i = Oy, sin embargo, tiene en 
este punto la derivada /' (0) = 
representa en la fig. 8.8). 

2. Máximo local y mínimo local de la función. Sea, de nuevo, 
que la función f(x) está siempre definida en un entorno del punto c. 

Definición. Se dice que la función ¡ (x) tiene en el punto c máximo 
(mínimo) local si existe un entorno del punto c entre los límites del cual 
el valor f (c) es el máximo (mínimo) de todos los valores de esta función. 

En la fig. 8.9 está representada una función que tiene máximo 
local en el punto c. 

El máximo local y el mínimo local se denominan comúnmente 
extremo local. 

Establecemos la condición necesaria de extremo de la función 
diferenciable. 


0 (la gráfica de esta función se 
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Teorema 8.10. Si la ¡unción / (x) es diferenciadle en el punto c 
y tiene extremo local en este punto, entonces¡' (c) — 0. 

demostración. Ya que la [unción 1 ( x) tiene extremo local en el 


punto c, entonces en este punto 



(z) no puede crecer ni decrecer. Por 
lo tanto, en virtud del teorema 
8.9, la derivada /' (c) no puede 
ser positiva ni negativa, es decir, 
/' (c) = 0 . 

El teorema 8.10 tiene sentido 
geométrico sencillo: comprueba 
que si en el punto de la curva 



y — ¡ (x) n que corresponde el extremo local de la función / ( x) existe 
la tangente a la gráfica de la función y = / (z), entonces esta tan¬ 
gente es paralela al eje Ox (véase la fig. 8.9). 


§ 8. Teorema sobre el cero de la derivada 

Teorema 8.11 (teorema de Rolle *). Sea que la ¡tinción / (x) es 
continua en el segmento la, b\ y di/erencioble en todos los puntos inte¬ 
riores de este segmento. Además, 
sea que / (a) = / (6). Entonces 
dentro del segmento [a, 61 existe un 
punto | tal que el valor de la deri¬ 
vada en este punto /' (I) es igual 
a cero. 

Se puede decir en breve que 
entre dos valores iguales de una 
función diferenciable tiene que 
* Fig. 8.10 estar el cero de la derivada de 

esta fupción. * 

demostración. Ya que la función / (x) es continua sobre el seg¬ 
mento (a, 6|, entonces, según el teorema 8-8 esta función alcanza 
su valor máximo M y su valor mínimo m en este segmento. Pueden 
tenerse dos casos: 1) M = m, 2) M > m. En el caso 1) / (x) = M = 

•) Micho! Rolle, matemático francés (1652—1710). 
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= m = const. Por eso, la derivada /' (x) es igual a cero en cualquier 
punto del segmento la, 61. En el caso de M > m, debido a que / (a) = 
= f (6), se puede afirmar que la función alcanza al menos uno de los 
valores M o m en un punto interior | del segmento ia, 61. Pero enton¬ 
ces, en este punto £ la función / (x) tiene extremo local. Ya que la 
función f (x) es diferenciable en el punto £, entonces, según el teore¬ 
ma 8.10, /' (|) = 0. El teorema queda completamente demostrado. 

El teorema de Rolle tiene sentido geométrico sencillo: si las 
ordenadas extremas de la curva y — f (x) son iguales, entonces, 
según el teorema de Rolle, en la curva y = / (x) existe un punto 
en el cual la tangente a la curva es paralela al eje Ox (fig. 8.10). 

Como veremos en adelante, muchas fórmulas y teoremas dol 
análisis matemático se basan en el teorema de Rolle. 

§ 9. Fórmula de los incrementos finitos 
(fórmula de Lagrange) 

El siguiente teorema perteneciente a Lagrange *) tiene gran 
importancia en el análisis y sus aplicaciones. 

Teorema 8.12 (teorema <le Lagrange). Si la /unción j(x) es continua 
sobre el segmento la, 61 y di/erenciabíe en todos los puntos interiores 
de este segmento, entonces, dentro del segmento la, 6] existe un punto | 
tal que es válida la fórmula 

l(b)-/ (a) = /' (i) (b - a). (8.7) 

La fórmula (8.7) se denomina fórmula de Lagrange o fórmula de 
los incrementos finitos. 

demostración. En el segmento la, 61 consideremos la siguiente 
función auxiliar: 

F(x) = f(x)-f(a)- 1 (x-a). (8.8) 

Verifiquemos quo para la función F ( x ) se cumplen todas las condicio¬ 
nes del teorema de Rolle. En efecto, F ( x) es continua en el seg¬ 
mento |a, 61 (como la diferencia de la función / (x) y la función 
lineal) y en todos los puntos interiores del segmento |a, 61 tiene la 
derivada igual a 

F' (x) = /' (*) —. 

Valiéndose de la formula (8.8) es obvio que F (a) = F (6) = 0. 


*) Joseph Louis Lagrange, gran matemático y mecánico (rancia (1763— 
1813). 
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Según el teorema do Rolle, dentro del segmento la, 6] existe un 
punto | tal que 

^(P-/ , <8)-~ ° -f E' W -0. (8.9) 

De la igualdad (8.9) se desprende la fórmula de Lagrange (3.7), Su¬ 
brayemos que no es necesario tomar b> a en la fórmula (8.7). 

odservación. Hemos obtenido el teorema de Lagrange como el 
corolario del teorema de Rolle. Además, observemos que el propio 
teorema de Rolle es caso particular del teorema de Lagrange (para 
/(«>=/<&»• 

Para aclarar el sentido geométrico del teorema de Lagrange, 
observemos quo la magnitud / es el coeficiente angular 

de la secante que pasa a través 
de los puntos A (a, / (a)) y 
B (ó, / ( b )) de la curva ;/ — / (x), 
y /'((!) es el coeficiente angular 
de la laugente a la curva y = f (x) 
que pasa por el punto C (|, / (£))• 
La fórmula de Lagrange (8.7) 
significa que en la curva y =*/ (x) 
entre los puntos A y B existe 
un punto C tal que la tangente 
P'S- 8.11 en este punto es paralela a la 

secante AB (fig. 8.11). 

Frecuenteinenteesconveniente escribir la fórmula de Lagrange en 
forma un poco diferente de (8.7). Sea que / (x) satisface las condicio¬ 
nes del teorema 8.11. Fijemos cualquier x„ del segmento la, 6J y le 
demos un incremento arbitrario Ax, pero tal que el valor (x„ -f- Ax) 
también esté en el segmento la, 61. Entonces, escribiendo la fórmula 
de Lagrange para el segmento lx 0 , x 0 + Ax), tendremos 

t (x„ + Ax) - / (x 0 ) = A x/' (g), (8.10) 

donde 5 es un punto situado entre i, y x, + Ax. Se puede afirmar 
que existe un número 0 (dependiente de Ax) del intervalo 0 < 0 < 1 
tal que 6 = x 0 4- 6Ax. De este modo, la fórmula (8.10) puede tomar 
la forma 

1 (x 0 -f Ax) = / (x 8 ) = A xf (x 0 0 Ax). (8.11) 

donde 0 es un número del intervalo 0 < 0 < 1. La fórmula de 
Lagrange en la forma (8.11) de la expresión exacta para el incremento 
de la función utilizando un incremento finito arbitrario Ax del argu¬ 
mento que provoca este incremento de la función. Esta forma de la 
fórmula de Lagrange justifica el término «fórmula de los incrementos 
finitos». 
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§10. Algunos corolarios de la fórmula de Lagrange 

1. Constancia de la función que en un intervalo tiene derivada 
igual a cero. 

Teorema 8.13. Si la función f (x) es difereneiable en el Intervalo 
(a, b) y si en todos los puntos de este intervalo /' (x) = 0, entonces la 
Junción f (x) es constante en el intervalo (a, 6). 

demostración. Sea x 0 un punto fijado del intervalo (o, b ), y x, 
cualquier punto de este intervalo. 

El segmento Iz 0l xl pertenece por entero al intervalo (o, 6). Por 
eso, la función / (x) es difereneiable (y, por tanto, continua) en todos 
los puntos del segmento lx a , xl. Esto permite aplicar el teorema de 
Lagrange, a la función / (x) en el segmento [x„, x). Según este teore¬ 
ma, dentro del segmento lx„, xl existe un punto £ tal que 

/(*)-/(x.) = (x — x.) /'(£). ( 8 . 12 ) 

Por condición, la derivada de la función / (x) es igual a cero en todos 
los puntos del intervalo (a, b ). Por lo tanto, /' (i)=0 y de la fórmu¬ 
la (8.12) obtenemos 

/ (x) = / (x 0 ). (8.13) 

La igualdad (8.13) comprueba que el valor de la función / (x) en 
cualquier punto x del intervalo (a, 6) e9 igual a su valor en el punto 
fijado x 0 . Esto significa que la función / (x) es constante sobre lodo 
el intervalo (a, b). El teorema queda demostrado. 

El teorema 8.13 tiene sentido geométrico sencillo: si en todo 
punto de un segmento de la curva y = / (x) la tangente es paralela 
al eje Ox, entonces, dicho segmento de la curva y =* / (x) es segmento 
de la recta paralela al eje Ox. 

odservacion. En el cap. 6 ya hemos empleado el teorema 8.13 
para demostrar el teorema 6.1. Aquí volvemos a notar que en el 
presente capítulo (incluso en el teorema 8.13) no se utilizan completa¬ 
mente los resultados de los capítulos 6 y 7. Al leer este libro por 
segunda vez, se puede estudiar el cap. 8 inmediatamente después del 
cap. 5 y sólo después leer los capítulos 6 y 7. 

2. Condiciones de monotonía de la función en un intervalo. Como 
el segundo corolario de la fórmula de Lagrange consideremos el pro¬ 
blema de las condiciones que aseguran el no decrecimiento (no cre¬ 
cimiento) de la función en dicho intervalo. 

Ante todo, recordemos las definiciones del no decrecimiento, 
no crecimiento, crecimiento y decrecimiento de la función en un 
intervalo dado. 

I o . Se dice que la función / (x) no decrece (no crece) en el interva¬ 
lo (a, b) si para cualesquiera dos puntos x, y x. del intervalo (a, b) 
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que satisfacen ia condición x, < x z es válida la desigualdad 

Í (*.)< / (X,) (/ (Z,)2* / (7,)). 

2°. Se dice que la función / (z) crece ( decrece en el intervalo (o, b) 
si para cualesquiera puntos z, y z,del intervalo (a, b) relacionados 
por la condición z, < z, es válida la desigualdad 

I <*.) < / (*,) </ (*,) > / (z,)). 

Teorema 8.14. Para que la ¡unción / (z), dijerenciable en el inter¬ 
valo (a. b). no decrezca {no crezca) en este intervalo, es necesario y suji- 
ciente que la derivada de esta /unción sea no negativa (no positiva ) en 
todos los puntos de este intervalo. 

demostuación. 1) suficiencia - Sea /' (x)> 0 (< 0) en todos los 
puntos del intervalo (a, b). Hay que demostrar que / (z) no decrece 
(no crece) en el intervalo (a, b). Sean z, y z 2 cualesquiera dos puntos 
del intervalo (a, b) que satisfacen la condición x y < z,. La fun¬ 
ción (/ (z) es diferenciable (y por tanto, continua) en todos los puntos 
del segmento (z„ x,]. Por eso, en el segmento lz,, x¡] a / (z) se puede 
aplicar el teorema do Lagrange. Como resultado, obtenemos 

I <*.) - / (i.) = <*, - x,) /' (4). (8.14) 

donde z, < 4 < x,. 

Por condición, /’ (4) >0 (<0), z, — X| > 0. Por eso, el miembro 
derecho de (8.14)es no negativo (no positivo), lo que demuestra el no 
decrecimiento (no crecimiento) de / (z) en el intervalo (a, b). 

2) necesidad. Sea la función / (x) diferenciable en el interva¬ 
lo {a, b) y sen que no decrece (no crece) en este intervalo. Hay que 
demostrar que /' (x)> 0 (s£ 0) en todo el intervalo. Ya que / (z) no 
decrece (no crece) en el intervalo (a, b), entonces esta función no puede 
decrecer (crecer) en ningún punto del intervalo (a, ó). Por tanto, en 
virtud del teorema 8.9, en ningún punto del intervalo (a, b) la deri¬ 
vada de / (z) puede sor negativa (positiva), lo que era necesario 
demostrar. 

Teorema 8.15. Para que la ¡unción / (z) crezca ( decrezca ) en el 
intervalo {a, b) es suficiente que la derivada ¡' (z) sea positiva (negativa ) 
en todos los puntos de este intervalo. 

Demostramos valiéndose del mismo procedimiento que utiliza¬ 
mos para demostrar la suficiencia en el teorema 8.14. Sean z, y x 2 
cualesquiera dos puntos del intervalo (a, b) que satisfacen la condi¬ 
ción Xy < xj. Escribiendo para el segmento (x,, x¡J la fórmula de 
Lagrange, obtenemos la igualdad (8.14), pero esta vez, en la igual¬ 
dad /' (4) > 0 (< 0). 

Por consiguiente, el miembro izquierdo de (8.14) es positivo 
(negativo) lo que demuestra el crecimiento (decrecimiento) do / (z) 
en el intervalo (a, ó). 
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ma de Lagrange a ia función /(z) por el segmento» [c, z n |(Ix n , e|). 
En este caso obtenemos 


y -fü (8.15) 

donde mediante £„ se denota un punto situado entre c y z„. Sea, 
ahora, que en la igualdad (8.15) n —*- co. Entonces, es obvio 
que c por la derecha (por la izquierda). Ya que según 

la condición, /' (x) tiene en el punto c valor límite derecho 
(izquierdo) finito, entonces, por la definición del valor límite, 
el miembro derecho de (8.15) tiene que tender a dicho valor 
limite cuando n oo. Por lo tanto, para n -*■ co existe 
también el limite del miembro izquierdo de (8.15). Por la 
definición de la derivada derecha (izquierda), este límite es 
igual a f (c + 0) (/' (c — 0)). Pues, pasando al límite para n -v oo, 
de la igualdad (8.15) obtenemos 

/'(« + 0)= lím /'(z), (/' (c — 0) = lím f'lx )). 

x-*r-f 0 ü-*c-0 

Si exigimos complementariamente que se cumple la igualdad /' (c + 
+ 0) =/' (c — 0), entonces de la existencia de los límites 
lím /' (z) y lim /' (z) se desprenderá la continuidad de /' (z) 

i—c+0 x—c -0 ' ' ' 

en el punto c. 

Aplicando la afirmación que acabamos de demostrar, en todo 
punto c de cierto intervalo (a, 6), llegamos a la siguiente afirmación: 
si la /unción / (x )tiene derivada /inita en todos los puntos del Interva¬ 
lo (a, 6), entonces/' (z) no puede tener en este intervalo puntos de discon¬ 
tinuidad evitable ni puntos de discontinuidad de primera especie. 

En efecto, si en un punto c del intervalo (a, b) existen valores 
límite derechos izquierdo finitos de f (z), extonces f (z) es continua 
en el punto c (en virtud de la afirmación anteriormente demostrada). 
Si al menos uno de dos valores límite indicados no existe, f (z) 
tiene discontinuidad de segunda especie en el punto c. Demos el ejem¬ 
plo de la función cuya derivada existe y es finita en todos los puntos 
de cierto intervalo y tiene en un punto de este intervalo discontinui¬ 
dad de segunda especie. En el ¡Dtervalo (—1, +1) consideremos la 
función 


/( z) = ( l2cOS T- sí 

l 0, si z = 0. 


•) Se cumplen todas las condiciones dol teorema do Lagrange puesto que 
la función / (*) es diferenciable (y, por Unto, continua) en todo punto del seg¬ 
mento l«. *„) jfr n , c)), excepto el punto c. La continuidad de f (x) en el punto 
c por la derecho (por la izquierda) se desprende de la existencia do /’ (c-fO 


§ H. F¿rmula generalizada de los incrementos finitos 


255 


Es obvio que para cualquier z 0 la derivada de esta función existe 
y se determina por la fórmula f (x)=2xcos-^ + sen -i-. La existen¬ 
cia de la derivada /' (0) en el punto z = 0 se desprende directamente 
de la existencia (leí valor limite 

lim 'P+ *L tü B-= lím Axeos- t— = 0. 

a*-o “ ai-o “ 

En el punto x = 0 la derivada /' (x) no tiene valor limite derecho ni 
izquierdo, puesto que en el punto x = 0 el sumando 2x eos - tiene 

valor limite igual a cero, y el sumando sen j no tiene valor limite 
derecho ni izquierdo en este punto (véase el ejemplo al final dol p. 1 
en el § 8 del cap. 4). 

4. Deducción de algunas desigualdades. Para concluir, mostremos 
de qué modo, empleando el teorema de Lagrange, pueden obtenerse 
algunas desigualdades muy útiles. Como ejemplo argumentamos dos 
desigualdades siguientes. 

I sen x, — sen x, | x, — x* | (8.16) 

| orctg x, — arctg *, | < I x, — x, |. (8.17) 

(Aquí, como x, y x, se puede tomar cualesquiera valores del argu¬ 
mento.) Para argumentar la desigualdad (8.16) apliquemos el teore¬ 
ma de Lagrange a la función / (x) = sen x por el segmento lx,, x,|. 
Obtenemos 

sen x, — sen x, = (x , — x,) /' (!). (8.18) 

Teniendo en cuenta que /' (!) — eos ! y que | eos ! | ^ 1 para cual¬ 
quier | obtenemos la desigualdad (8.16) pasando en (8.18) a los 
módulos. 

Para argumentar la desigualdad (8.17) debemos aplicar el teorema 
de Lagrange a la función / (x) = arctg x por el segmento Ixj., x 8 l 
y tomar en consideración que /' (!) = 1. 

§ 11. Fórmula generalizada de los incrementos 
finitos (fórmula de Cauchy) 

En este párrafo demostremos el teorema que pertenece a Cauchy 
y generaliza el teorema de Lagrange anteriormente establecido. 

TeoremaS.16. ( teorema de Cauchy). Si cada una de dos funciones 
/ (i) y g (x) es continua en el segmento la, ó) y es diferenciable en todos 
los puntos interiores de este segmento y si, además, la derivada g' ( x) es 
diferente de cero en todos los puntos dentro del segmento la, 61, entonces. 
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dentro de este segmento existe un punto £ tal que es válida la fórmula 

(8.19) 

La fórmula (8.19) so denomina fórmula generalizada de los incrementos 
finitos o fórmula de Cauchy. 

demostración. Ante todo, demostremos que g (a) g (b). En 
efecto, si no fuera así. para la función g (x) se cumplirían todas las 
condiciones del teorema 8.11 (de Rolle) en el segmento la, b] y según 
este teorema, dentro del segmento la, ¿I existiría un punto £ tal que 
g' (I) = 0. Lo último contradice la condición del teorema. Pues, 
g ( fl ) ¥= g (*) y tenemos derecho de considerar la siguiente función 
auxiliar: 

F (x) = / (x) - / (a) - 'gfc'g l* (x)— g (a)!. (8.20) 

En virtud de las exigencias impuestas sobre las funciones f{x) y g(x), 
la función F ( x) os continua sobre el segmento la, b | y es diforencíable 
en todos los puntos interiores de este segmento. Además, es obvio 
que F ( a ) -= F (b)-=0. De este modo, para F ( x) so cumplen todas 
las condiciones del teorema 8.11 (de Rolle). Conforme a este teorema, 
dentro del segmento la, 6] existe un punto | tal que 

F 1 (|) = 0. (8.21) 

Teniendo en cuenta que F' (x) = /' (x) — g' (*) y em¬ 

pleando la igualdad (8.21), tendremos 

' ,(g) - f¿^ - £y g' (6)=0 - < 8 - 22 > 

Tomando en consideración que g' (£) ■=*= 0, de la igualdad (8.22) 
obtenemos la fórmula de Cauchy (8.19). El teorema queda demos¬ 
trado. 

observación i. La fórmula de Lagrange (8.7) es el caso particular 
de la fórmula de Cauchy (8.19) para g (x) = x. 

observación 2 . En la fórmula (8.19) no es necesario tomar b > a. 

§ 12. Resolución de las indeterminaciones 
(regla de L’Hospital) 

1. Resolución de la indeterminación de la forma . Diremos que 
para x-*- a la razón de dos funciones os l a indeterminación de 
la forma si 

lím /■(*) = lím g (x) = 0. 

x—a x—a 
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Resolver esta 
lím 

x-o «<*) 


indeterminación significa calcular el valor limite 
(observando la condición de que este valor limite 


existe). 

El siguiente teorema da la regla para resolver la indetermina¬ 
ción do la forma . 

Teorema 8.17 (regla de L'Hospital')). Sea que dos junciones ] (z) 
y g (z) son definidas y dijerenciables en todos los puntos del entorno del 
punto a, excepto, tal vez, el propio punto a. Sea, luego, que 

lím / (x) — lim g (x) = (I 


x-a x-a 


y la derivada g‘ (x) es dijerente de cero en todos los puntos del entorno 
mencionado anteriormente del punto a. Entonces, si existe valor lími¬ 
te **) (finito o infinito) 


lím 


(8.23) 


entonces, existe también el valor limite lím 'J'r-r , 

x-a 8 

válida la fórmula 


lim 


/€*» 


X-,. «M 


= lim 


/' (x) 


con tal que es 


(8.24) 


El teorema 8.17 da la regla para resolver la indeterminación de la 
forma que reduce ol cálculo del valor limite do la razón de dos 

funciones al cálculo del valor límite de la razón de sus derivadas. 

demostración. Sea (x „) cualquier sucesión de valores del argu¬ 
mento convergente a a y compuesta de números diferentes de a. 
Consideremos osla sucesión partiendo de un número n, desde el cual 
todos los z„ pertenecen al entorno del punto a mencionado en el enun¬ 
ciado del teorema. Definemos completamente las funciones / (x) y g (x) 
on el punto a. tomándolas iguales a cero en este punto. Entonces, 
J (x) y g ( x ) serán evidentemente continuas en todo el segmento 
la, x„) y diferenciablos en todos los puntos interiores de este seg- 
mento. Además, g‘ ( x ) es diferente de cero dentro de todo el seg¬ 
mento De este modo, para f (z) y g (z) en el segmento (a, x„l se cum¬ 
plen todas las condiciones del teorema 8.16 (de Cauchy). Según este 


*) Guillaumo F raneóla do L’Hospital, matemático francés (1601—17041 

*•) Notemos que el valor limito (S.23) puede no existir, mientras el limite 

<le la razón de las fundones lím -¿iíL existe. Por ejemplo, se puede tomar 
x-a e (xl 

a => 0, / (x) = X ! sen —. e tr) = sen x De osle modo, lo regla de L - Hospital no 
«funciona* siempre. 


I 7—007 
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teorema, dentro del segmento la, z„1 existe un punto 1„ tal que 


/(*„)-/(a) /'(I-) 

e(Xn) —*(«) l'ftn) ' 


(8.25) 


Teniendo en cuenta que, según la definición completa / (a) = g (a) = 
= 0, podemos escribir la fórmula (8.25) del modo siguiente: 


/(«») .. nin) 

K ('») í' lín) ‘ 


(8.26) 


Sea, ahora que en la fórmula (8.26) n-* oo. Entonces es obvio que 
£„-*• a. Ya que hemos supuesto que el valor límite (8.23) existe, 
entonces, para n-*- ooel miembro derecho de (8.26) debe tender a este 
valor límite. Por lo tanto, para n-r oo existe también el límite del 
miembro izquierdo de (8.26). Por la definición del valor límite de la 
función, este límite es igual a Jim ¿W De este modo, pasan¬ 
do al límite para n->- oo, la igualdad (8.26) se transforma en la 
igualdad (8.24). El teorema queda demostrado. 

observación i Si añadimos a las condiciones del teorema 8.17 
la exigencia do la continuidad de las derivadas /' (z) y g' (z) en el 
punto a, entonces, observando la condición g' (a) 0 la fórmula 

(8.24) puede escribirse en la forma 


lim 


/(x) /'(a) 

X (X) *'<0) ■ 


(8.27) 


observación 2 . Si las derivadas /'(z) y g (z), satisfacen las mismas 
exigencias que las propias funciones/ (z) y g (z), entonces se puede 
volver a aplicar la regla de L’Hospital (es decir, el valor límite de la 
razón de las primeras derivadas de las funciones / (z) y g (z) puede 
sustituirse por el valor límite de la razón de las segundas derivadas 
de estas funciones). En este caso obtenemos 


lím 

x-a 



lím 

x-+a 


Xifl 

*•<*) 



OBSERVACION 3 Es fácil transferir el teorema 8.17 para el caso 
cuando el argumento z tiende no al límite finito sino al infinito 
a = -t-oooa = — oo. Limitémonos a enunciar el teorema 8.17 para 
el caso de a = + oo. Sea que dos funciones / (z) y g (z) son definidas 
y diferenciables en todos los puntos de la semirrecta c < z < oo. Sea, 
luego, que lím f (z) = lím g (z) = 0 y derivada g' (z) 

x-*+ee x-*t» 


es diferente de cero en dicha semirrecta. Entonces , si existe el valor limite 


/'W 


existe también 


JÜE.T'tff 

es válida la igualdad 


el valor límite lím 

x-* + oo 


gf (z) con tal que 


/(*) 


/' (x) 
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EJEMPLOS. 

,, 1 —cosí sen* 

1) lim -^-- lím 0 . - 

X-.0 


; x-0 3 ,r, 2 * -T- 

2) El siguiente valor limite se calcula aplicando dos voces la 
regla de L’Hospital: 

jr— seur „ 1 — eos x senz 1 

K»—=■ -2S——“Sf “ST’-'T- 

3) Aplicando tres veces la regla de L'Hospita), calculemos el 
valor limite 


“i? **+ 2 cos *-2 


Ir» 

r—2senx 


2. Resolución de la indeterminación de la forma —. Oiremos 

OO 

que. para x-t-a. la razón de dos funciones es indetermi¬ 

nación de la forma — si 

<w 

lím / (z) lím g (z) = oo *). (8.28) 

x-a x-a 

Para resolver esta indeterminación, o sea, para calcular el valor 
límite lím es válida la afirmación completamente análo- 

x-*a t M 

ga al teorema 8.17, a saber: si en el enunciado del teorema 8.17 susti¬ 
tuimos la exigencia lím / ( x) = lira g (z) «= 0 por la 

x—o x-*a 

condición (8.28), el teorema 8.17 queda válida. 

Para demostrarla consideremos una sucesión arbitrarla (x„), de valores 
del argumento convergente bacía a por la derecha (o por la izquierda). Sean x m 
y x„ cualesquiera dos elementos de esta sucesión de números bastante grandes m 
y n que satisfacen la condición n > m. 

Aplicando la fórmula de Cauchy (8.19) por el segmento I *!»• ¡r„l, podemos 
afirmar que eu este segmento existe un punto l m „ tal que 


Pe aquí, 


/(»n)-/ *■„> . t <r„) 

g(*n> — 6 *m) 


l(*n) - f'(U) 

S (*n) g' (Imn) 


/<*->) r 
TM~T 


*) En vez de oo se puede tomar +oo o —oo 
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Si existe lim J-JpL — A, entonces para cualquier e; 

X—O B ' x ' 

m tan grande que para cualquier n>m la fracción 


• 0 se puede fijar el número 


/' lamo) 


se diferencia del 


número A menos que en e/2. Luego, teniendo en cuenta (8. k: para m fijado pode¬ 
mos hallar un número n, tal quo para n > n 0 la fracción 

. fM 

»(*n) 


/ |Xm) 

I l*n> 


se diferencie de la unidad menos que en 


r/2 


Pero, entonces, para 


I ■d I -p-j 

n>n 0 la fracción ^ se diferencia del número A menos que en 

e/2 . e e/2 

-+?' 


+ M 


I ó l+-j " M |+j 

lim existe y es igual a .4. 

x-o » ' x ' 


EJEMPL. 


lim V^xlllXs 
x- 0+0 


= e. Esto significa que valor límite 


Inx 


lim 

x- 0+0 --j- 


lim 

x- 0+0 


(-ib 


—r—= — 2 lim l/"x = 
-S x-o-t-o 


0. 


2) Aplicando n veces la regla de L'Hospítal, calculamos el 
valor límite 


lim 


= Jim 

X-+0O 


-lím 

X— +00 * X-.+0» * 


lim 


: 0 . 


X-+» 

3. Resolución de indeterminaciones de otras formas. Además de 
las indeterminaciones ya examinadas de la forma g y se encuen¬ 
tran frecuentemente las indeterminaciones de la forma siguiente: 

O- oo, oo — oo, 1“, 0 o , oo°. 

Estas indeterminaciones se reducen a las dos ya examinadas 
haciendo transformaciones algebraicas. Por ejemplo, mostrémoslo 
respecto a tres últimas indeterminaciones de las mencionadas 

(/= / (*)«<*>, (8.29) 

donde, para x-+ a, f (x) tiende a 1, O ó oo, respectivamente y g (x) 
tiende a oo, O ó O, respectivamente. Hallando logaritmos do la expre¬ 
sión (8.29), obtenemos (teniendo en cuenta que / (x) > 0) 

•n y = g (x) ln / (x). 


(8.30) 
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Para hallar el valor límite de la expresión (8.29), baste hallar dicho 
valor de la expresión (8.30). 

Observemos que para i-»ooen cualquiera de tres casos conside¬ 
rados la expresión (8.30) es la indeterminación do la forma 0- oo. 
Por lo tanto, es suficiente aprender a reducir la indeterminación 
de la forma 0- oo a la de la forma g ó Mostremos cómo se hace eso. 
Asi pues, sea 

* = <P (*)•♦(*), ( 8 . 31 ) 

con tal que 

lím !(■ (x) = 0, lím t) (x) = ± oo. 

x—a x-»a 

Escribimos (8.31) en la forma 

i =,.(*)• «)<*).=-2JíL. (8.32) 

Obviamente, para x-+a, la expresión (8.32) es la indeterminación 
de la forma g. Hemos alcanzado nuestro objetivo. 

ejemplos. 1) Calcúlese lim x*. Denotemos y = x*. Enton- 

*— 04-0 

ces, In y = x ln x = -í^-. Aplicando la regla de L’Hospital, tendee- 

X 

mos 

_1_ 

lím (ln y) — lim ln - ■ lim ———= — lím x = 0. 

*-o+o x-o+o x-o+o_L x-0+0 

x x» 

De aquí es evidente que lím j/ = l. 

x-o+o 

i i 

2) lím (1 +x 2 ) • Sea y = (l + x 2 ) «**'■*• Entonces, 

x-0 

lny= («*-*!-») -M1+* 2 )- 

Empleando la regla de L’Hospilal, obtenemos 


lim ln y— 
*—o 


lím 

x -0 


2x 


ln ( 1 -f-x») 

c* — 1 — X 


= lím±±íl 

*—o c 1 —1 


De aquí está claro que lím y = e z . 

*-o 


* lím_?£_— 

,-o <«*-!)(1+x«) 

2 

““ e*(t + *>H-(c*-l)2x = 2 - 
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§ 13. Fórmula de Taylor 

La fórmula que se deduce en esle párrafo es una de las fórmulas 
fundamentales del análisis matemático y tiene numerosas aplicacio¬ 
nes, tanto en el mismo análisis como en materias contiguas. 

Teorema 8.18 (teorema de Taylor *). Sea que en un entorno del 
punto a la función f (x) tiene derivada de orden **) n 4- i (n es cual¬ 
quier número fijado). Sea, luego, que x es cualquier valor del argumento 
de dicho entorno, p, un número positivo arbitrario. Entonces, entre los 
puntos a y x existe un punto I tal que es válida la siguiente fórmula-. 

f(x)~f (a) + -OíL (a- - a) + (x- a )>-|- .. . 

•••+- £ $ £L (*- a ) n+ *„♦»(*>• < 8 - 33 > 


donde ***) 

RnM*)={-£rY (8-34) 

La fórmula (8.33) se denomina fórmula de Taylor (con centro en el 
punto a), y la expresión /?„+., (x), término residual. Como veremos 
a continuación, el término residual puede escribirse tanto en la 
forma (8.34) como en otras formas. El término residual escrito en la 
forma (8.34) suelo llamarse término residual en forma general ••••). 

demostración. Mediante el símbolo <p (x, o) denotemos el polino¬ 
mio de x de orden ra que figura en el miembro derecho de (8.33) o sea, 
pongamos 

v =; ( a ’r + ^(x- a )+-q^(x-a)M ... + -q^(x- 0 r. 

(8.35) 

Luego, mediante /?„ +1 (x) denotemos la diferencia 

R n +i (x) = / (x) — <p (x, a). (8.30) 

El teorema quedará demostrado si establecemos que R„+¡ (x) se deter¬ 
mina por la fórmula (8.34). 


*) Brook Taylor, matemático inglés (1685—1731). 

**) Do aquí so desprende que ía propia función f (z) y sus derivadas de 
hasta el orden n son continuas en dicho entorno del punto a. 


••*) Ya que § so sitúa entre x y a, entonces ^ ° > 0, así que la expre¬ 
sión p está definida para cualquier p > 0. 

•»»•) Esta forma dol término residual se denomina también forma do Schlii- 
milch — Roche. 
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Fijemos cualquier valor x del entorno mencionado en el enun¬ 
ciado del teorema. Para la precisión, tomaremos x > a. Mediante t 
denotemos la magnitud variable cuyo campo de definición es el 
segmento (a. x\ y consideremos la función auxiliar t|) (<) del tipo 
sigu ¡ente: 

¥<*>-/ <*> - f (*, 0 - (x - t )" Q (x), (8.37) 

donde 

■?(*)- - < 8 ' 38 ) 
Con más detalles, (1) puede escribirse del modo siguiente: 

*<0 »/(x)-/<*> 

-JüíifL ( X _ t) n —(x— t) r Q (*). (8.39) 

Nuestro objetivo es expresar (>(x) utilizando las propiedades do la 
función introducida if (£). 

Mostremos que la función tj> (f) satisface todas las condiciones 
del teorema 8.11 (de Rolle) en el segmento [a, xl. 

Do lo fórmula (8,39) y de las condiciones impuestas sobre la 
función / (x) so desprendo que la función ij> (£) es continua sobro el 
segmento (a, x) y diferenciablc en él *). Cerciorémonos de quei|> (a) — 
= t)' (x) = 0. Poniendo l - a en (8.37) y tomando en consideración 
la igualdad (8.38), tendremos 

'!> (<t) = / <x) — <p (x. a) — R„+ x (x). 

De aquí, conforme a (8.36), obtenemos tf (a) = 0. La igualdad 
(x) = Óígjífe' desprende inmediatamente de la fórmula (8.39). 
Así pues, en el segmento [a. xl para la función t|> (t) se cumplen 
todas las condiciones del teorema 8.11 (de Rolle). De acuerdo con este 
teorema, dentro del segmento [<i. xl existe un punto | tal que 

(i) = 0. (8.40) 

Calculemos la derivada <(/ (f). Diferenciando la igualdad (8.39), 
tendremos 

V <<) = -/' <0 + -^— J t/ !L (*-*)+ 

+-qiíL2(x-i,-... + -qiiL„(x- ír .- 

_ I l’J l lLÍ - f) " + p (x - Q (x). (8.41) 


♦) La función / (/) y sus derivadas de hasta el orden n son continuas en el 
segmento [a, ¿J, y f n * 1 (£) existe y »v» imita en este segmento (véase la nota *> 
olí la pág. 262). 
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Es fácil ver que todos los términos del miembro derecho de (8.41), 
excepto dos últimos, se eliminan mutuamente. De este modo, 

V (O ° ~ - (t> (*-1)" + p t* - O 1 -» Q (z). (8.42) 


Poniendo en la fórmula (8.42) l = | y empleando la igualdad (8.40), 
obtenemos 

Q (•*) = ~Z'"" /<’'*" (5). (8-43) 

Comparando (8.43) y (8.38), tendremos definitivamente 
lt n+ ,lx)=(x-a)"Ql Z )= 

El teorema queda demostrado. 

Valiéndose de la fórmula de Taylor hallemos el desarrollo de la 
función simple, polinomio algebraico de n-ésimo orden. Sea 
/ (z) = £>" + C.Z-' + ...H- C n . t r + C„. 


Entonces, ya que /<"*<> (j-) s= 0, el término residual fí„ +1 (z) 
y la fórmula de Taylor (8.33) toma la forma 


/ <z) = / (a) + <z - a) + (x - a)' + ... 


0 


n\ 






(8.44) 


(Aquí, como a puede tomarse cualquier punto de recta infinita.) De 
este modo, la fórmula de Taylor permite representar cualquier poli¬ 
nomio f (z) en forma de polinomio respecto a las potencias de (z — a), 
donde p es cualquier número real. 

Sea, ahora, / (z) función arbitraria que satisface las condiciones 
del teorema 8.18. Tratemos de aclarar qué propiedades posee el 
polinomio (8.35) que figura en la fórmula de Taylor para esta fun¬ 
ción. Como anteriormente, denotaremos este polinomio por el sím¬ 
bolo ip (z, a). Mediante el símbolo qé"> (z, a) denotaremos la n-ésima 
derivada de q> (z, a) respecto a z. Diferenciando la fórmula (8.35) 
respecto a z y poniendo después x — a, obtenemos las igualdades 
siguientes: 

V <*) = / (o). 

<p' (a, a) = /' (a), 
q (2) (a, a) = f (2 > (o). 


q.<"> (a. a) - /<"' (a) 

De este modo, el polinomio q: (z, a) que figura en la fórmula de 
Taylor para una función arbitraria / (z) posee la propiedad de que el 
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mismo y sus derivadas de basta el orden n, inclusive, son iguales, en 
el punto x = a, a f (x) y sus derivadas de hasta el orden n, respectiva¬ 
mente. 

§ 14. Diferentes formas del término residual. 

Fórmula de Maclaurin 

1. Término residual en forma de Lagrange, Caucliy y Peano. 
Anteriormente hemos establecido la fórmula de Taylor con el término 
residual en forma general. Aquí establecemos otras fórmulas posibles 
pora el término residual. Obtenemos dos de ellas como casos parti¬ 
culares de la forma general del término residual. 

Ante todo, transformemos un poco la fórmula para el térmiDO 
residual (8.34). Ya que el punto y se comprende entre los puntos ay x 
existe un punto 0 *) del intervalo 0 < 6 < 1 tal que £ — o = 0 {x — 
— o). Además, £ = a + 0 (x — a), x — £ = (x — a) (1 — 0). De 
este modo, la fórmula (8.34) puede escribirse en la forma 

(¡e) _ ( *— > " ,1 |i < | - e|n ~ pM /<-<> (u +0(x—«)]. (8.45) 

Consideremos ahora dos casos particulares importantes de la fórmu¬ 
la (8.45): l)p=n + l, 2)p = l (recordemos que en las fórmulas 
(8.34) y (8.45) como p se puede tomar cualquier número positivo). 
El primero de estos casos particulares (p = n + 1) lleva al término 
residual en forma de Lagrange 

= -^Frrjr /<n * l, |a + e (846) 

Esta forma del término residual es más usada en las aplicaciones. 
El término residual en forma de Lagrange so parece al término 
siguiente de la fórmula de Taylor, sólo la (n -f l)-ésima derivada 
de la función / (í) se calcula no en el punto a. sino en un punto 
intermedio entro a y x £ = a 4- 0 (x — a). El segundo de los casos 
anteriormente mencionados (p = 1) lleva al término residual en 
forma de Cauchy 

/?„♦«(*)= />n>l> |a + 6 (*-«))• ( 8 - 47 > 

Ya que las formas de Lagrange y Cauchy corresponden a varios valo¬ 
res de p y 0 depende de p. entonces, hablando en general, los valo¬ 
res 0 en las fórmulas (8.46) y (8.47) son diferentes. Para estimar 
algunas funciones la forma de Cauchy es más preferible que la de 
Lagrange. Ambas formas del término residual (de Lagrange y Cauchy) 


*) Cabe subrayar que |. y, por tanto, 0 dependen tanto do z y n como tam¬ 
bién de p. 
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suelen emplearse si para unos 11 otros valores fijados de x, diferentes 
de ii. es necesario calcular aproximadamente la función f (x). 

Es lógico sustituir aproximadamente / (x) por el polinomio 
<p (x. a) y estimar numéricamente el error hecho. Además, se encuen¬ 
tran problemas, en los cuales no nos interesa el valor numérico de 
dicho error, sino solamente el orden de su magnitud relativamente 
pequeña (x — n) Para este, es cómoda otra forma de denotación del 
término residual (la llamada forma de Peana *)) la cual vamos a for¬ 
mular. 

Sea que la función / (x) tiene derivadas de hasta el orden (n — 1) en 
un entorno del punto a y la derivada de orden n en el propio punto a. 

Igual que anteriormente, denotemos la diferencia de la fun- 
ción/(x)yol polinomio (8.35) mediante fí„ tí (x) y demostremos que 
para /?„+, (x) es válida la siguiente igualdad 

ll n . t (x) - o |(x - «)"|. (8.48) 

La última igualdad es la que se donomina término residual repre¬ 
sentado en forma de Peono. 

Ya que, on las suposiciones hechas, el polinomio (8.35) y sus 
derivadas de hasta el orden n inclusive coinciden, en el punto x — a. 
con la función / (x) y sus derivadas, respectivamente, loinndas en el 
mismo punto x = a, entonce*) son válidas las desigualdades, 

/?„*, (a) = 0, ,<o)~0.fl'nV.” (<*) - 0, üí¡?, (a) =- 0 (8.49) 


y nos queda demostrar que de las desigualdades (8.49) se desprende 
la fórmula (8.48). 

Para hacerlo es suficiente, empleando las igualdades (8.49) 
demostrar que 

Hm = ° (8-5°) 

Puesto que cada una de las funciones /? n+1 (x) y (x — a)" es 
diferencíable (n — 1) voces en lodos los puntos de cierto entorno del 
punto a, son válidas las desigualdades (8.49) y toda derivada de la 
función (x — o)" de hasta el orden (n — 1) inclusive se anula sola¬ 
mente en el punto a, entonces, para resolver la indeterminación que 
está en el miembro izquierdo de (8.50), se puede aplicar (n — 1) veces 
sucesivamente el teorema de ¿'Hospital 8.17 y, como resultado, 
se obtiene 


lím 

x-a 


JW*) 

(x—a) n 


= lím 

x—a 


_£*+«(*)_ 
»•(*—o)-* 


= lím 

X-.0 


n! (x— a) ' 


(8.51) 


) Giuseppe Peano, matemático italiano (Í858—1932). 
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Teniendo en cuenta la penúltima igualdad (8.49), podemos escri¬ 
bir (8.51) en la forma 


lím 

X-fl 


J>n., (*> 1 i:_ "íiVl" (») —Bn+l" W 

(x — a) n - ni 


Ya que la derivada li (a'n"+i) existe y en virtud de la última 
relación (8.49) es igual a cero, entonces, el valor límite del miembro 
derecho de la última igualdad existo y es igual a cero lo que demuestra 
la igualdad (8.50). 

Por lo tanto, la deducción de la fórmula (8.48) queda terminada. 

Para concluir escribimos por completo la fórmula de Taylor con 
el término residual en la forma de Peano 


/<*)=/ (o) + (i- a) +•. .. + (x - a)" + o [(*- a)"). 

(8.52) 

2. Otra denotación de la fórmula de Taylor. La fórmula de Taylor 
(8.33) se escribe frecuentemente en otra forma un poco distinta. Pon¬ 
gamos en (8.33) a «= i„, (x — a) = Ai y tomemos el término resi¬ 
dual en forma de Lagrange (8.46). Además, x = *„■+■ Ai y obtenemos 

/ <i 0 + Ai) - / (*) = Ai + (Ax)* + ... 

• • • + (Ai)" + *>"*'• (8-53) 


(Aquí 0 es un número del intervalo 0 < 6 < 1). La fórmula de Tay¬ 
lor (8.53) es la generalización natural de la fórmula de Lagrange 
(8.11) (véase el § 9). La fórmula do Lagrange (8.11) so obtiene de la 
fórmula (8.53) en el caso particular de n — 0. 

3. Fórmula de Madaurin. Suelo llamarse fórmala de Maclau- 
rin *) fórmula de Taylor (8.33) con centro en el punto a — 0. De 
este modo, la fórmula de Maclaurin representa la función en el entor¬ 
no del punto i = 0. Escribimos la fórmula de Maclaurin para una 
función arbitraria / (i) con el término residual en forma de Lagrange, 
Cauchy y Peano **): 

/w-/(0)+^»+^^+...+-e(a-^+^(*). 

(8.54) 

donde el término residual tiene la forma: 

1) de Lagrange 

«»♦.(*>= T¡ g¡ jr /*■•»<«*> (0<9< i), (8.55) 

*) Colín Maclaurin, matemático inglés (1698—174G). 

•*) Además, so supone que en ol entorno dol punto x ~ 0 / (*) tiene 
(n 4- 1 )-ésima derivada, on el propio punto x = 0 , n-éaima derivada y para el 
término residual en forma de Peano, (/» — l)-ésima derivada. 
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2) de Cauchy *> 

Rn+i (*) = I "“^,- e>n p n * t> (Bx) (0< e < 1), (8.56) 

3) de Peano 

rtn + . (*) = o (*")- (8.57) 

(Hemos empleado las fórmulas (8.46), (8.47) y (8.48).) 

Pasamos a estimar el término residual de la fórmula de Taylor — 
Maclaurin, hallar el desarrollo de las funciones elementales más 
importantes por la fórmula de Maclaurin y considerar varias aplica¬ 
ciones de esta fórmula. 


§ 15. Estimación del término residual. Desarrollo 
de algunas funciones elementales 


1. Estimación del término residual para una función arbitraria. 
Estimemos, para una función arbitraria / (x), el término residual 
do la fórmula de Maclaurin tomado en forma do Lagrange (8.55). 

Supongamos que la función considerada / (x) posee la siguiente 
propiedad: existe un numero real M tal que para todos los números n 
y para todos los valores del argumento x del entorno considerado del 
punto x = 0 es válida la desigualdad 


(8.58) 

La función que posee dicha propiedad se denominará /unción cuyo 
conjunto de todas las derivadas está acotado en el entorno del punto x = 0. 
De la desigualdad (8.48) se desprende que 

|/<")(0x)| (8.59) 


y por eso de la fórmula (8.55) se desprende que 




■ (*)i— Srirl/*'•'» (0x)|<m 


i*p 


(n+l)l 


Asi pues, obtenemos la siguiente estimación universal del término 
residual para la junción cuyo conjunto de todas las derivadas está aco¬ 
tado por el número M en el entorno del punto x = 0: 


i *»+.(*)! < 8 . 60 ) 


Recordemos que para cualquier x fijado 


,i “TOT=° 


1*1 


,*L Su , bra5 ' emoa otra V6Z 1 ue hablando en goneral, en las fórmulas (8.5S) 
y (8.56) los valores de 0 son diferentes. 
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(véase el ejemplo 3 del p. 3 del § 3 del cap. 3). De aquí se desprende 
miembro derecho de (8.60) cualquier pequeño que sea. Esto nos per¬ 
mite aplicar la fórmula de Maclaurin para el cálculo aproximado de 
las funciones que poseen dicha propiedad con cualquier exactitud 
anticipadamente fijada. Aduzcamos ejemplos de las funciones 
cuyo conjunto de todas las derivadas está acotado en el entorno del 
punto i = 0. 

1) / (x) = e*. /•"’ ( x) = e“. El conjunto de todas las derivadas 
de esta función está acotado por el número M = e' sobre cualquier 
segmento 1—r, r] (r > 0). 

2) / (x) = eos x ó / (x) = sen x. El conjunto de todas las deriva¬ 
das de cada una de estas funciones está acotado por el número M = 1 
sobre toda la recta infinita. 

2. Desarrollo de algunas funciones elementales por la fórmula do 

Maclaurin. 

A. / (x) = e*. Ya que />"> (x) = e*. /i”' (0) = 1 para cual¬ 
quier n, la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 

«*= 1 -1—+ ■^í“+ • • • +"711 —^"*1 (*)• (8.61) 

donde el término residual en forma de Lagrangc es igual a 

*»+«<*>“iSni-* 9 * < 0<6<1) - 

En todo segmento (— r, +rl (r > 0), debido a que | e 0 * | < e r , 
obtenemos la siguiente estimación para el término residual: 

!«-«(*)• <TO>T* r - (8 ' 62) 

B. /.,(*) = senx. Ya que /<">(x) = sen (x + n 

{ 0 , si n es par, 

"-i 

(—1) 2 , si a es impar. 

la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 

senx = x—§r~ t "fj—^-+ ■ • • + ( — *) 2 + (8.63) 

donde n es número impar y el término residual en forma de Lagran- 
ge es igual a 

sen ( e * + «f+*) (0<0<1). 
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Es obvio que en todo segmento I— r, +rl (r > 0) para el término 
residual es válida la siguiente estimación: 

_n*i 

i*w*)i < 8 - 64 ) 

C. f (x) — eos x. Ya que /<”» (a-) = eos (x + n 

n íO, si n es impar, 

-s- = < » 

¿ ||_j)T. S1 n es par, 

la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 


/(") (0) ■= eos i 


** X* X* 

0031=1- - + — + 


(- 1 ) T -^- + /?n + .(*), (8.«5> 


donde n es número par y el término residual en forma de Lagrange 
es igual a 

fl n n(g)= { n + 2)f 003 ( 9l + ,i T~> n ) <0<0< 1). 

Sobre todo segmento (—r, +rl (r > 0) obtenemos, para el término 
residual, la estimación (8.64). 

D. / (x) = ln (1 + x). Ya que para n > 1 

/<"><*) = (-l)"-, 

/(0) = 0, /<">(0) — (_!)»-<(„—1)1, 
la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 

ln(l+x) = x-4 + 4— 


Esta vez escribamos y estimemos el término residual tanto en forma 
de Lagrange como en forma de Cauchy: 

n / (—l) n X 1 ** 1 

flft+i (*) = )"(i-|-áx)»^ < en forma de (8-67) 

fl n+i (g) = f — 1)" *"*' ** (en forma de Cauchy). (8.58) 

Si estimamos la función ln (1 -+- x) para los valores x pertenecientes 
al segmento O^x^l, es más conveniente utilizar el término 
residual en forma de Lagrange (8.67). Pasando en la fórmula (8.67) 
a los módulos, para todos los x del segmento 0 x ^ 1 obtenemos 

!*,♦.(*) (8.69) 

•) Notemos otra vez qua, hablando en general, en las fórmulas (8.67) 
y (8.68), los valores do 6 son diferentes. 
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De la estimación (8.69) es obvio que para todos los x del segmento 
0 sj x < 1 fl«+t (i)-*0 cuando n-*-oo. 

Estimemos ahora la función ln (1 + x) para los valores nega¬ 
tivos x del segmento — r ^i<0, donde 0<r<l. Para hacerlo, 
utilizamos el término residual en forma de Cauchy (8.68). 
Escribimos este término residual en la forma 

fln + ,<*) = (-l)"(-^)"-£^. (8.70) 

Tomando en consideración que para los valores considerados de 
I T+¥ < :1 y pasando a los módulos en la fórmula (8.70) ten¬ 
dremos 

p n*i 

|7? n «(*)l<Tr7. (8.71) 

Ya que 0<r<l. entonces la estimación (8.71) permite com¬ 
probar que lím ñ n+í = 0. 

n—ao 

E. / (z) = (1 4- x)°, donde a es número real. Puesto que 
/<"> (x) = a (o - 1) . . . (a - n + 1) (1 + x)—». 

/<"> (0) - a (a - 1) ... (a - n + 1), 
la fórmula de Maclaurin (8.54) tiene la forma 

(l+x)°~l + -^x+ ? ( °T*> x»+... 

■ • ■ + a |g - *" + (X), (8.72) 

donde el término residual en forma de Lagrange es igual a 

fln-H (*)- ° <Ctr ( !, > + T Í ' r~ ~ nl (1 + te) , -<"- f " «"+' (0<0<1). 

(8.73) 

En el caso particular cuando a = n es número entero, /? ntl (x) = 0 
obtenemos la fórmula del binomio de Newton conocida del curso de 
matemáticas elementales 

(l + x)" = l+-^-x + " (n ~^ x»+...-f x". (8.74) 

Si es necesario obtener el desarrollo no del binomio (1 x)", sino 

del binomio (a + x)", entonces se puede sacar a” del paréntesis 
y emplear la fórmula (8.74). En este caso obtenemos 

<“+*)"=*" (i+t) b =°"[i+-Ít(t) + 

+ £ ^(t) , + 
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De este modo, el caso general del binomio de Newton es el caso 
particular de la fórmula de Maclaurin. 

F. / ( x ) = arctg x. Podemos cerciorarnos de que 

{ 0 si n es par, 

S=* 

(—1) 2 (n — 1)!, si n es impar. 

De esta manera, la fórmula de Maclaurin (8.54) con el término resi¬ 
dual en forma de Peano (8.57) tiene la forma 


arctg * = *-■3-+4~-f 2 


V+o (*'*). 


Aquí n es número impar. 


§ 16. Ejemplos de aplicaciones de la fórmula 
de Maclaurin 

1. Algoritmo para calcular el número e. En el p. 4 del § del 
cap. 3 hemos introducido el número e como el límite lím (l+—)" 

y hemos obtenido para e la estimación aproximada (véase la fór¬ 
mula (3.7) del cap. 3) 2 ^ e Sj 3. Ahora mostremos cómo se cal¬ 
cula el número e con cualquier grado do exactitud que nos interesa. 
Empleemos la fórmula de Maclaurin (8.61) y la estimación dol tér¬ 
mino residual (8.62) poniendo en estas fórmulas x = r = 1. Obte¬ 
nemos 

í=l+-í r + 4-f-...+^ r + 77n +1 (l). (8.75) 

donde 

I fln+i(l) I < ( „ + j)j'< ,„ + ,)! • (8-76) 

Empleando estas fórmulas y escogiendo en ellas n bastante grande, 
podemos estimar el número e con cualquier grado de exactitud que 
nos interesa. 

2. Realización del algoritmo para calcular el número e en un 
ordenador. El algoritmo para calcular el número e mencionado en 
el punto anterior se realiza fácilmente en los ordenadores. 

Aduzcamos el cálculo dol número e por la fórmula (8.75) para 
n = 400 en el ordenador BESM-6 *). Los cálculos se realizaron para 

*) Para los lectores quo conocon el lenguajo algorítmico estándar ALGOL 
aduzcamos el programa de cálculos escrito en eslo lenguajo' 

Sistema Algol — BESM-6, variante 10—12—09 
hegin integer t, c, p, n, m: integer arrav a, b, r 10: 601): 
m: = 400; marg (39. 50. 39, 10, 0, 0): 
c (01: = 1; b 10): = I; 
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600 cifras a la derecha de la coma. Teniendo en cuenta los errores 
posibles del redondeo, hemos omitido las últimas 10 cifras y aduzca¬ 
mos el resultado del cálculo para 590 cifras y la derecha de la coma: 

2,718281 828459 045235 360287 471352 662497 757247 093699 
959574 966967 627724 076630 353547 594571 382178 525166 427427 
466391 932003 059921 817413 596629 043572 900334 295260 595630 
738132 328627 943490 763233 829880 753195 251019 011573 834187 
930702 154089 149934 884167 509244 761460 668082 264800 168477 
411853 742345 442437 107539 077744 992069 551702 761838 606261 
331384 583000 752044 933826 560297 606737 113200 709328 709127 
443747 047230 696977 209310 141692 836819 025515 108657 463772 
111252 389784 425056 953696 770785 449969 967946 864454 905987 
931636 889230 098793 127736 178215 424999 229576 351482 208269 
895193 668033 182528 869398 496465 105820 939239 829488 793320 


Notemos que el ordenador tardó aproximadamente un minuto en 
realizar todos estos cálculos. 

3. Empleo de la fórmula do Maclaurin para estimaciones asintó- 
ticas **) de funciones elementales y para calcular límites. La fór¬ 
mula de Maclaurin es un medio eficaz para obtener estimaciones 
asinlólicas do funciones elementales y para calcular límites. 

En el cap. 4 hemos establecido las siguiontes fórmulas asintó- 


for |;=. 1 step 1 until 601 do 
a |l|: = 4 [<|: — t (■ |: rr 0; 
lor n: = 1 step I until m do 
begin for l: = (‘slep 1 until 600 do 
a |i|: = b 1*1; r: = a (Oh 
for 1 = 0 step 1 until 000 do 
begin I) |||: = r — n; 
r: = ( C — „ x 6 |i| X 10 + a |< + 1) end 
p: = O, 

for i: = 000 slep — 1 until x do 
begin e: = c |íf + b (*] + p, 
p- = 0 : 

it r <r 10 then e (¿|: — r ebe 
begin * (d: == c — 10: p: = I end 
end 
end 

for n: = 1 slep 1 until 0 do 
begin outpul (‘lO/', 'zd'. r 101); 

for i: = 1 step 1 until 59o do 
oulput (‘id’), r (|d) 
end 
end 

**) La fórmula o estimación que caracteriza el comportamiento de t (x) 
para r-* a (aqoi para z — 0) se denomina asintSUca. 
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ticas para las funciones elementales: 

senx = x + o(x), 

"/rM=i+7+«w. 

In(l + x) = x+o(x), 

e* = 1 + x+o (*)> 

COS2=l —-£+0 (**)• 


(8.77] 


Las fórmulas (8.77) dan representaciones de las funciones elemen¬ 
tales para valorea pequeños de | x |. Las cuatro primeras fórmulas de 
(8.77) estiman las funciones elementales correspondientes con exacti¬ 
tud de hasta términos de primer grado respecto a la magnitud pe¬ 
queñas. y la última do las fórmulas (8.77), con exactitud de hasta tér¬ 
minos de segundo grado respecto a x. 

Las estimaciones (8 77) resultan suficientes para calcular límites 
más siinplos. Sin embargo, para calcular limites _raás complicados 
en los cuales desempeñan el papel determinante los términos de grado 
superior respecto a la magnitud pequeña x, las fórmulas (8.77) son 
insuficientes. Así. por ejemplo, empleando las fórmulas (8.77) es 
imposible calcular el valor limite 

lim " B ;~f , (8.78) 

1-0 ^ 


puesto que al examinar el denominador se puede deducir que aquí 
desempeñan el papel determinante los términos de tercer grado res¬ 
pecto a x. 

Do este modo, para calcular los limites finos es necesario obtener 
estimaciones asintóticas más exactas para las funciones que están 
en los miembros izquierdos de las fórmulas (8.77). 

Estas estimaciones se desprenden inmediatamente do la fórmula 
de Maclaurin (8.54) si on esta fórmula tomamos el término residual 
en forma de Peano (8.57). Escribiendo las fórmulas de Maclaurin 
(8.63). (8.72), (8.66), (8.61) y (8.65) y tomando en cada una do ellas 
el término residual en forma de Peano, obtenemos las siguientes 
estimaciones asintóticas: 

senx = x—+ — ... + ( — 1) 2 + I 


(l + x)- = l+-2-x + i^x 2 + ... 

...+ «(*—!)• •• («- »+.«>. r » + o (x"), 

Al 

ln (l + x) = x— i r , V + °( in )’ 


(8.79) 
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e '= 1 +-rr+!-+---- 4 -7r+‘><* n >' 


, i* , ** 

eos*” 1 —2Í-+4T 


—+< —Í) T ^+ 0 (t"+'). 


(Aquí, en la primera de las fórmulas (8.79) n es cualquier número 
impar, y en la última de las fórmulas (8.79), n es cualquier número 
par.) Las fórmulas (8.79) estiman las funciones elementales corres¬ 
pondientes con exactitud de hasta términos de cualquier grado n 
respecto a la magnitud pequeña x. Estas fórmulas son medios efi¬ 
caces para calcular algunos valores límite finos. 

Aduzcamos ejemplos del empleo de las fórmulas asintóticas 
(8.79). 

1°. A título de primer ejemplo consideremos el valor límite 
(8.78) mencionado anteriormente. Aplicando la primera de las fór¬ 
mulas (8.79) (tomada para n 3), tendremos 


SOIIX—I ,, 

lím- 3 — = lím 


* —<**)—* 


; i í , n 3[~-5r +0(z )]=-4-- 


r~ —< 


*-»U - 

Partiendo del tipo del denominador se puede deducir que el papel 
determinante deben desempeñarlo los términos de cuarto grado 
respecto a x (puesto que sen x -=i + i (x)). Empleando las fórmulas 
(8 79), podemos escribir 

cosx=*f—--£ + í^.-|-o(x»), (8.80) 

senx = x + o(x), (8.81) 

= 1 + 2 +c(* 1 ). 

Por lo'tanto, si — x 2 /2 obtenemos 

< ’ _r = !--£-+-£- + 0 (x‘), (8.82) 

En virtud de las fórmulas (8.80), (8.81) (8.82) el valor límite 
buscado puede escribirse en la forma 

/«lím ^T+T+^-^T-'g 

*-»0 r* o 11*1 


x—o l+a(x) 


' 24 ~ TS • 
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(Aqu!, mediante el símbolo a(x) hemos denotado lf 
que es infinitesimal para x — 0.) 


X» \ * (sen x - x) 


3 o . I = lím (cosx + -^-) 

Mediante y denotemos la magnitud *> p=(cosx + íj- 
Entonces los /= lím y. Hallando los logaritmos para la ex 

x-0 

tendremos 

(cosx+4). 


Calculemos 


ln (cosx+-V) 

lím ln y = lim —L- i-L 

x—o x—o x(seux-~ x) 


Puesto que cosx = 1 — +o (X a ) y sen x = x- 

obteneroos 

. U '{ i +l¿+ 0 ^>) 

lim ln ¡/ = lím- -¡ -. 

x-0 x-0 -_ -f- 0 (X*) 

Ahora tomemos en consideración que ln (1 -f z) — z 
esta fórmula se desprende 

De esto modo, 


fr’-^ 


■ = lím 


_L . *í*5 

24 T 


i*_ 


lím ln lím —-j-= *»“* —j- 

x-0 *—° —^- + o(x») — r +»('l 

De aquí se deduce 


1 — lím y=e T, 
x-*0 


i magnitud 

i 

j x (sen x — x) 

presión de y. 


4+° < x4 >- 

+ o (z), De 


4 • 


•) Para xpequeños la expresión (eos t +~ ) es anticipadamente positiva.' 
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Complemento 

Cálculo de funciones elementales 

En el presente Complemento examinaremos el problema del cálculo de 
valores de las funciones elementales más simples. 

Para calcular los valores de todos las funciones mencionadas, se utilizan 
dos tipos de algoritmos, el primerodelos cuales se basa en el desarrollo de la 
función calculada por la fórmula de Taylor, y el segundo, en su desarrollo en la 
fracción continua. El primer algoritmo permite elaborar el programa común 
para calcular los valores de los funciones logarítmica y trigonométricas inver¬ 
sas. El segundo algoritmo es base dol programa universal para calcular las 


Además de argumentar dichos algoritmos, estimaremos ol número de itera¬ 
ciones que garantizan la exactitud dada de los cálculos. 

t. Cálculo de las funciones logarítmica y trigonométricas Inversos. El 
calculo de oslas funciones se hace basándose en la fórmula do Taylor. Considerare¬ 
mos detalladamente el problema dol cálculo dol logaritmo y del arco tangente. 
El cálculo de los valores de arcelgx, aresen x y árceos x se reduce fácilmente al 
cálculo del arco tangente empleando las siguientes fórmulas conocidas: 


arcctgx—-2—arctgx. aresenx— arctg— 1 

¿ yi—** 

arreos *= árcele— 1 , 

* Vl-x» 

1. -CALCULO de I» a. He presen temos el número a > 0 en la forma siguiente: 

o - 2*U. (8.83) 

donde p es número entero, y .1/ satisface las condiciones 

(8.84) 

Notemos que la representación de a en la forma <8.83) es la única. Empleando la 
fórmula (8.83), obtenemos la siguiente expresión para In o: 

In a = p In 2 + in M. 18 . 85 ) 

Haciendo 

’'“^7J7=7 (S-86) 

y poniendo esta expresión para M en (8.85). transformemos la fórmula (8.86/ paro 
In a en la forma siguiente: 

lna= (p— i.) In 2 + ln-lii. (8.87) 

Desarrollemos la función In por la fórmula de Maclaurin. Es fácil 

cerciorarse de que este desarrollo con el término residual en forma de Lagrange 
tiene la forma siguiente: 

, i+x j, 2x* , 2j* 2x ,n * 1 

ln T^“ 2 * + ~+~ + "- + I^+T + W «"v»(*>. (8-88) 
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donde 

**»♦« f 1 11 

fi a n.a<*> = 2 i.-(-2 L ( 1 -t-üx)’"-’ J • 

y el número 0 está comprendido estrictamente eulre el cero y la unidad 
Para calcular aproximadamente ln a se u^a la siguiente fórmula: 


lnaw ( p -y) ln2+2 ( x +4 4 4 + --- + 4tt) 


que se obtiene de (8.87), al sustituir ln 


1 + x 


por la parle de la fórmula de 


Maclaurin ( 8 . 88 ) para esta ¡unción sin lomurel término residual «„„ +s (x). Obser¬ 
vemos que en la fórmula aproximada (8.90) para ln a el número x se determina 
valiéndose de la fórmula ( 8 . 86 ) y lomando en consideración las restricciones (8 84) 
impuestas sobro M 

Pasamos a estimar ol error He la fórmula (8 90i Ya que el valor aproximado 
de ln a calculado por la fórmula (8.90l se diferencia del valor exacto calculado 
por la fórmula (8.87) solamente en el valor del término residual (( !n +i (*>. enton¬ 
ces, para determinar el orror, baste estimar este término residual. 

En primer lugar, aclaremos los limites de la variación de x De la formu¬ 
la ( 8 . 8 B 1 obtenemos 


i, M Y} - 1 . (8.91) 

M V2-i-l 

De (8.91) se desprende que, para los valores de M que satisfacen las desigualda¬ 
des (8.84), el valor absoluto de x satisface la condición *i 

| * | < 0,172 (8 92) 

Observemos ahora que la estructura del término residual H, n+a (x) «a tal 
que 1 a estimación puede realizarse de la manera igual para los valores positivos 
y negativos de x lile la fórmula (8.89) se desprende que la sustitución de x por —i 
no cambia la estructura de « a „ +I (x)). Por eso. os sulicicnte obtener la estima¬ 
ción de /?,„+, (x) para x> 0. Teniendo en cuenta este bocho y la igualdad t» 92) 
y sustituyendo en el miembro derecho de (8.89) la magnitud x por el numero 0,172, 

lo magnitud ^ ^ por la unidad, y la magnitud j-por el número y—— 

obtenemos la siguiente estimación: 

I (x) I < - t0 ggp [1 + ,,-O.tW ^j • 


0,172 

En lo última fórmula, pono (0,172)*"** entro ln> corchetes Ya que £-“ u < 

< 0,208, obtenemos la siguiente estimación para 

l/f.n.,(x)l< (0 - 172) 7 n ^ - ^ - *** 


Al calcular ln a en el ordenador ••) se suele lomar la fórmula (8-90) para 


*) Ya que x es función de M y entonces el problema se reduce a la búsqueda 
del valor máximo del módulo de la función (8.91) en el Migmento 11 / 2 , 11 . 

*•) Exactamente de este modo se calculu ln a en el ordenador BESM-o 
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n = 8. Para osle caso, la exactitud de los cálculos se estima, como se ve do 
(O 172} 14 + (0 208)' J 

(8.93), por el número —-— " ■■■■ ^ 1 - que no supera a 1.625• 10- 1 *. 

2. CÁLCULO dearclga. Evidentemente, podemos limitarnos al caso do los 
valores positivos del argumento, puesto que, tomando | a \ = 0. hallamos 


arctg a = sgn a, arctg x. 

Ahora indiquemos transformaciones normales empleando las cuales el 
cálculo de arctg x, para los valores del argumento x no interiores a 1/8, so reduce 
«1 cálculo del arco tangente para los valores del argumento inferiores a 1/8. 

Sea primeramente x> 1. Hagamos y = arctg x, es decir, x = tg y y x, = 

= tg (y — arctg t). De la ultima formula obtenemos x, = < 

<1 Ya que arctg r= aclg 1 + arctg x, = y + arctg x„ entonces ni cálculo de 
arctg x para los valores 1 w reduce el cálculo de arctg x, para 0 < jj < 1. 

Examinemos ahora el caso cuando el argumento satisface las desigualda¬ 
des-g- x < 1. 

Sea k, — l, k, — 12. *, — 1 4. *, = 18 Evidentemente, para cierto 
i = 1, 2. 3. 4 so cumplen las desigualdades 


*, *; x < 2*, (8.94) 

llagamos y — urclg c , es decir, x = tg y y x. ~ tg (y — nrctg *,l. 
De esta fórmula obtenemos 


_ tg ü — *, J-*i 
1 1 |-A, tg i; l + *,x • 

Ya que x ^ 0, entonces 1 — *,r > 1 Además, según la desigualdad Herocha de 
(8.94), r — *, < 2*, — *,. Por oso, do la última expresión pura /, obtenemos 
la desigualdad x, c *,. Ya que nrctg r — arctg k, arctg /,, entonces el cálcu¬ 
lo de arctg x pora los valores x que satisfacen las desigualdades (8 94), so reduce 
al cálculo de nrctg x, para 0 < x, < k¡. 

Al ropelir las translorniaciones descritas del argumento x cuatro veces al 
máximo, reducimos el cálculo de arctg x para los v alores x del scmiinlcrvalo 1/8 < 
^x< 1 al cálculo del arco tangente para los valores del argumento inferio¬ 
res a 1 8. 

Para calcular arctg r para x < 1 8 se utiliza la lormuhi de Marlaiirln 


arctg x — x- 



+ ( — 11 " 


x»"“ 

2n+l 


+■ Yfanva fel¬ 


para hacer cálculos suelen tomar la ultima fórmula para n = 6 eliminando el 
término residual •). El programa para calcular el logaritmo es el mismo que 
para el arco tangente. Empleando este programa para el ar:o tangente, hay que 

x* n 41 

tonel en cuenta que los signos de los términos vecinos se cambian. 


2. Cálculo de las funciones trigonométricas, la función exponencial y las 
funciones hiperbólicas. El cálculo de estos funciones se hace empleando ¡raerlo- 
nes continuas. Las propiedades de estas fracciones se dan a continuación en el p. 1. 

El cálculi^ de todas las Luiciones enumeradas se efectúa utilizando una 
fracción continua que se obtiene al desarrollar la función th r. Por eso, oxatnino- 


*1 Precisamente de este modo se hace, por ejemplo, para efectuar cálculos 
en el ordenador BESM-ü 
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mos detalladamente el cálculo de loa valores de la función th x y después indi¬ 
quemos como se calculan las demás Junciones. 

t. ALGUNAS NOCIONES de LAS FRACCIONES CONTINUAS. Se denomina fracción 

p 

continua finita ~ la expresión de lipo 


fn _ L I 

Q^- b ‘ + 


(8,95) 


*.+■ 


“s 


+£- 

"n 

Las magnitudes a,, o,. .... a„ suelen llamarse numeradores parciales, ij (/„, 

6 ,. Ii n , denominadores parciales. 

Las fracciones continuas 




a. 




(890) 


se denominan fracciones coméntenles para la fracción —-. 

vn 

Si tomamos /*_, — 1 y 0-i ~ O- entonces do las expresiones (8.90) para las 
fracciones convenientes ^(8 = 1. 2. . . n) se puede obtener las siguientes 

fórmula» que ligan P„ con P*., y P*., y Q¡, con Q*_, y 

Ph — bkPh-i + akPk-t. 1 

< > » = ÓA< > A-i + ''*<?A-». J 

P 

Necesitamos una fórmula especial paro la fracción ^ determinada por la 
relación (8.95). Paro establecer esta fórmula, comparemos dos fracciones con¬ 
venientes ^ y pr~^. La diferencia de estas fracciones es obviamente igual a 
VA VA-l 


(8.97) 


p a p »-i PkQn-i—QkPu-i 

Qk Qk-i Qs-iQh 


(898) 


En virtud de (8.97), el numerador dol miembro derecho de (8.98) puede escribir¬ 
se en la forma 


(Ó» P A-1 + a A P A-«) Qk-i — (bhQk-i + a kQk-s) P A-1 = 

= - «A \Pk-iQk-s - Qk-,Pk-,l (8.991 


p kQk-i — Qu p k -1 

Empleando sucesivamente la relación (8.99) para los valores k. (*: — !), (* — 


. 1 y teniendo en cuenta que P_, = 1, = 0, Q„ • 

la fracción (8.98) lo forma siguiente: 

t-tte"'-"-'-**-' ' 


1 , daremos 


Ya que 


Qk-sQh ' 


P n _ P . i / P 1 _ P ° \ i ¡ P 3 _ P < ) ' i / P n p n-i \ 

<?» <?0 v <? a Q.r\Q, <?„- J ' 


( 8 . 100 ) 
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entonces, empleando (8.100), obtenemos la fórmula especial necesaria para la 
P # 

fracción je 2 : 

Vn 



_£i___£i£a_ 


+ ... +(-!)"*> 


a l a t - • • a n 


( 8 . 101 ) 


2. DESARROLLO DE LA PUNCION th x EN LA FRACCION CONTINUA. El méto¬ 
do do desarrollo do la función til x en la fracción continua empleado en este punto 
fue propuesto por Schldinilch *| para desarrollar la función tg -r en la fracción 
continua. 

Consideremos la función y = chy r * para los valores x > O Son evidontes 
las siguientes** identidades que se obtienen diforonciando sucesivamente la fun¬ 
ción duda y haciendo transformaciones simples: 


2W-»hy;. 


De la última relación obtenemos la identidad válida para todos los x > 0: 

■W + 2y - y - 0. (8.102) 

Diferenciando sucesivamente la identidad (8.102), tendremos 
4xp-+0¡í' — y'=-0. 




18.103) 


óx V t’i.t)-|_ ) 4n+2)p( 

1 

ción do (8.103) obtenemos la identidad 4xu„+¡ + 4« -+• 2 
se desprende la relación 

1/2 

“"*■ “ 1-. r l+2xu n 77 • 


Denotemos la relocióu ^’ mediante u„+|. Entonces, de la última relo- 

—!—, de la cual 
“n+l 

|8 104) 


Puesto que u. — — ^ 3~f - . entonces, para n = 0. la relación (8.104) puede 

y 2 Y x 

escribirse en la íorma siguiente: 

'"V'-tÍeT- 


En e! miembro derecho de esta fórmula sustituimos u, por su expresión obte¬ 
nida empleando (8.104) para n = 1. Como resultado obtenemos lo fórmula 

t h yí=—^—. 
l + 3+S7 

En la última relación podemos sustituir, u , por su expresión obtenida 
valiéndose de (8.104) para n — 2. Podemos realizar operaciones de este tipo 
cualquier número finito de veces. Como resultado, obtenemos el dosorroHo de la 
función th Yz en la fracción continua. Sustituyendo en esta rolaciÓD Y x P or x . 


*) SchlSmilch O. Uelier den Kettendruch fur tg x.— Zs Muth. und Phys. 2 
(1857), 137—165. 
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hálleme»: el desarrollo necesario de la /unción th r. en la /facción continua finita. 
Este desarrollo tiene la forma 


Ih x — - 


1+- 


3+ - 


5+ 


(8.1051 


2 " -r 1 : -2r‘u n , t 

3 CXLCXtt.fi Oh. LOS V ALORES DF- L\ FUÑI ION th 1 ESTIMACION' DEL ERROR 
DE LOS CALCULOS El cálculo do valores de la función tli i en el ordenador sudo 
realmuse empleando la fórmula (8.105) en la cual so omite el término 2 j s u„.(.,. 
Además, n so toma igual a (i tn = 6) y el valor absoluto de las magnitudes de x 
se limita al número ¡i"l. 

Estimemos el error para cualquier número n. 

Mediante th r denotemos el valor aproximado de la función th r obtenido 
de (8 105) despees de omitir el término «„*. Para determinar la exactitud 
de cálculos debamos, obviamente, estimar la diferencia th x — Ih x. Observemos 

— P ~P 

que tli j y lli j son tracciones continuas que denotamos por y =—* - ) ., ros- 

V.. + 1 Vn-l 

(lectivamente. 

Vamos a poner los valores do los numeradores pan íales a ,. a, y de los deno¬ 
minadores parciules ti,, b, para estas fracciones ila raya por arriba denotu las 

p « 

magnitudes que se refieren a la fracción ) Tenemos 

O-*.,' 


tf|Vd|-2, a, -= a,X 2 


<?ll+l 

• • fl n .| — a n . t —ar 2 , 
—í 0 i--0. Í', = 6,=s1, . -i t a >rt a sil«-l t 

ón.i **20 ‘¿x I u n . t . i'n-i 2n O-1. 


iS.l'Wi 


p p _ . 

Ya que pora las fracciones • -* 1 y —- 1 - . ^.,«^ = 0 y = = i, en- 

vio Qn.1 

tonces, empleando la fórmula (8.106) y las relaciones (8 97), obtenemos las 
siguientes igualdndcs. 


<?I=<?1. Q, = Q„ ■■ . <?n=('a. 

Qn = (2n -f 1 -f 2z*u Q n x«<<„ . 

y n .i^(2n-M)P n + x^„ M 


(8 107) 


P P 

Ahora representemos cada una de las fracciones j —- y en la forma 

vn*i Q n * i 

(8.101) De las fórmulas (8.100) y (8.107| se desprende que estas representaciones 
se diferenciarán solamente por los últimos sumandos Por eso la diferencia 

P p 

— - 1 * será igual a la diferencia de los últimos sumandos de las ruprc- 

vn + i Qni-J 

sentaciones de estas fracciones según la fórmula 18.IOI). Ya que la diferencia 
de las fracciones considerada* es igual a ih x — th' x, entonces, empleando (8.106), 
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obtenemos la siguiente fórmula 

thx—thx—(— f _* - ' - ]. 

L <?n<>n.i QnQn+\ -> 

Empleando las fórmulas (8 107',, es fácil transformar esta relación en la forma 
slguien te: 


__ r ¿"'1 | 

Ihx —thx = ( —1>"*‘ ——- 


2z»9sUn> 8 


C'-.C'-.-l L 2**9»»„*.+ (2» + l)9n+»^n- I 


s-r]' 


(8.108) 


Para obtener la estimación necesaria utilicemos dos desigualdades siguientes 
que demostramos a continuación. 

Si x -i' 0 para cualquier h 1 reválida ¡a desigualdad : 

(? k >(2*-l)l! (8.109) 

Si x 2> 0 la magnitud « n+2 es positiva: 

n„+, >0. _ (8.110) 

Pasamos ahora a estimar ia diferencia th r- til x para x > 0. Ya que 
para x .> o. u„ +2 > 0 (víase (8.110» y cualquier Q¡. > 0 (víase (8.109)1. enton¬ 
ces lo expresión entre corchetes en el miembro derocho de la igualdad (8.108) no 
supera a la unidad Luego, de (8.109) obtenemos la siguiente desigualdad. 

5»9n.l^[f2"-«)t'l’ <2n + ll 

Por eso. cuando ¡ > 0, para cualquier número n es válida la siguiente estimación 
(leí error*. 

| thx-rfTx | « | (2n _, )1 , l , |2n _j. 1 , • <8111 ’ 

Detengámonos en estimar el error para n = f> y para los valores x que satisfa¬ 
cen las desigualdades O < i < n ó. Si n » 6. ol número 2n — t es igual a 11, 
y el numero 2n 1. a 13. Ya qneCrí) < 0,8. entonces x l * < (0.8) 1 ’ < 5,610* a 
Es fácil calcular que lili — l'l 303. Por eso. teniendo en cuenta que 2-6 + 1 = 
s 13, de fúrmula (8.lili obtenemos que para n =» 0 el error del cálculo aproxi¬ 
mado de th x no supera a 4 10-* 1 . 

A luirá demostremos los desiguahlados (8.109) y (fi 110). 

DEMOSTRACIÓN PE LA ÓESKil)AI.DAD (8.1091 _ 

Demostremos primeramente la no negatividad ¿c cualquier Q„- De las fórmu¬ 
las 18 100) se desprende lu no negaljvidad de fc* y a h para cualquier k< n cuan¬ 
do r 0. Ya hemos notado que — 0. Q, = 1. Dji aquí y de la segunda 
fórmula de (8.97) se desprende la no negatividad de Qi¡ para cualquier k^ji 

De la segunda fórmula de (8.97), asi como de la no negatividad de a h y 
se desprende la desigualdan 

Qu ^sQk-, (8.112) 

Va que Q a — 1 y ís, — 2l- — 1 para 1 < A< n, de la desigualdad (8.112) 

obtenemos sucesivamente Q t > 1. Qz^ 3. Qh~& — 1)1!. La validez de 

la desigualdad (8.109) queda demostrada. 

DEMOSTRACION DE LA PESIO ÜALDAD <8 110). 

Ps suficiente demostrar qiu* para x 0 todas las derivadas de la función 
y uz chV-r 50,1 positivas. De esta manera demostramos evidentemente, la desi¬ 
gualdad (8.110), puesto que 


yC"* 1 ) 
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I 

n ~ 

Multiplicando la última relación de {8-103) por -— 

4 

esta relación en la forma 

r „+‘ r n- T 
Li 2 p( n * 1 ' J =-í-^- !/<"». 

Cerciorémonos ahora de que 

lim [a- 2 yl" , *)(*|] —0 

x—0+0 

Para oslo basta cerciorar».' ile que la magnitud 

rV"*'Hr) 


podemos escribir 


(8.113) 


(8.114) 

(8115) 


está acotada para x —U+0. De las relaciones y = ch Yx e y' = Yf. se 

2 y* 

desprende que (/ (x) e y <x) están acotadas para x-— 0 + 0. Poro, onlonces. de 
JOjj) se desprende que la magnitud xy l (x) está también acotada pura x — 

Luego, de la última relación de (8.103) se deduce utilizando la inducción, 
que la magnitud (8.115) esta acotada para cualquier número n cuando x—- 0 4* 0. 
Por lo lanío, la relación (8.114) queda demostrada. 

Demostremos ahora que para cualquier número n la derivada 


V <"> <xi 


( 8 . 110 ) 


es positiva para x > 0. Es evidente que y' u i (/■) ™ y (x) = ch Vx es positiva 
para x > 0. Supongamos que para cierto número n la magnitud (8,116) es positi¬ 
va para x > 0. Entonces, cerciorémonos de que y' n ‘‘> (xi es positiva para x > 0. 
De (8.113) deducimos que la derivada en el miembro liqolordo do (8.113) es 
positiva para x > 0, o sea, la función x n *'/> eyi"''l (x) crece para x > 0. Pero, 
entonces de (8.1141 se desprende que esta función es positiva para i > ti, Pues’ 
1/' n "<xl >0 cuando x>0 y la desigualdad (8.110) queda demostrada. 

4. CALCULO DEL SENO V COSENO HlPEnB0LICO8 Y LA PUNCIÓN EXPONEN¬ 
CIAL. a continuación, mediante el símbolo 4' </) denotaremos la siguiente 

fracción continua: 6 


S n (0 = 1 +- - -. 

3+- i - 

5+ (8.1171 

' + _í_ 

2n + l 

Para ol ordenador se elabora el programa para calcular esta fracción continua. 
Empleando este programa, se puede confeccionar fácilmente el programa para 
calcular la tangente hiperbólica puesto que. como hemos aclarado en el punto 
anterior, el valor aproximado de th x puede calcularse por la fórmula 

í81,8 > 

con tal que en los puntos anteriores hemos también aclarado que sí r crece 
entonces la exactitud de los cálculos aumenta y el error tiende a cero. 
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El cálculo de las funciones sh 2 j, ch 2z, *** puede reducirse al cálculo de la 
tangente hiperbólica por medio de las fórmulas 


sh 2x 


2thx 
1 — th»* 1 


ch x= 


1 + th» x 
1 — lh»x 1 


1 + th* 

I — th x ' 


De estas fórmulas y de la relación (8.118) se obtienen las siguientes fórmulas 
para los valores do las funciones enumeradas: 


sh2xa; 


2S n (*’>■* 


ch 2x 


!£Ll£!>±fl 

S‘ n (*»)-** • 




S n (z')+z 

í „<*»)-* ' 


Está claro que, empleando estas fórmulas y el programa para calcular S„ (I), 
os fácil confeccionar fos programas para calcular sh 2x, ch 2x y <**. 

5. cálculo de las punciones trigonométricas. El desarrollo de la 
función tg x se hace análogamente al desarrollo do la función th x en la fracción 
continua. 

Consideremos la función y = eos Y * para los valores x > 0. Son evidentes 
las siguientes relaciones obtenidas diferenciando sucesivamente esta función 
y haciendo transformaciones simples: 

2 Víy'- -son \Tz-, 2yí|r'+-j£=-= — jpj- 
De la última relación obtenemos la identidad 


4-ry* + V + y = 0. 


Diferenciando sucesivamente esta identidad, tendremos 

4x»* + 6y' + y'«=0, 


4xy( n **í + (4n + 2) y("*') + yt»l = 0 


y ( n*ij 

Mediante u„ + , denotemos la relación • ^ (n) . Entonces, de la ultima igualdad 

obtenemos la igualdad 4xu„ +J + 4n + 2 =-de la cual se desprende la 

relación 


- 1/2 

“»*■ 2e + 1 + 2xn n ., • 

De aquí, empleando los razonamientos completamente análogos hechos para la 
tangente hiperbólica, obtenemos el siguiente desarrollo de la función tg x en la 
fracción continua: 


tg* 


x 



5+ 


• ■ -*» 

T 2n+l+2x>«„. í 

El valor aproximado de tg r se obtiene de esta fórmula al omitir el término 
2x 2 u n+a . Tunicado en cuonta la expresión (8.117), este valor aproximado puede 
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hallarse por la fórmula 

lgI ”^r r- ?>- < 8,19) 


Igual que en el caso de la tangente hiperbólica, podemos cerciorarnos de que, 
si n aumenta, la exactitud de los cálculos por la fórmula (8.119) crece y el error 
tiende n cero. 

Empleando las fórmulas del corso de las matemáticas elementales sen 2x — 
“ y eos 2i = y las relaciones (8.119), obtenemos las si¬ 

guientes fórmulas para calcular los valores aproximados de sen 2x y eos 2x: 


sen 2x a 


2S n (-*>)■x 


eos 2 x a¡ 


SU- 

«(-!*)-*» - 


Para concluir, notemos que la exactitud de cálculos de todas las funciones 
mencionadas en los últimos dos puntos no será menor que 10-“ para seis iteracio¬ 
nes (n = 6) si se observa la condición de que el argumento x no supera a n/4 en 
valor absoluto. 


Capitulo 9 

INVESTIGACIÓN GEOMÉTRICA DE LA GRAFICA 
DE UNA FUNCIÓN. DETERMINACIÓN DE VALORES 
MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCIÓN 


§ i. Intervalos de monotonía de una función. 

Búsqueda de puntos de extremo 

1. Búsqueda de intervalos de monotonía de una función. En ei 
§ 10 del capítulo anterior hemos establecido algunas condiciones que 
aseguran el crecimiento (o. respectivamente, el decrecimiento , el no 
crecimiento y el no decrecimiento) 
de la función / (x) en cierto inter¬ 
valo (a, b). Para que sea más 
cómodo, volvamos a enunciar 
las condiciones halladas: 

I o . Para que la función / (x) 
diferenciable en un intervalo a. 

(b) no decrezca (no crezca) sobre 
este intervalo es necesario y 
suficiente que la derivada de 
esta función /’ (x) sea no nega¬ 
tiva (no positiva) eu todos los 
puntos de este intervalo. 

2°. Para quo la función diíe- 
renciable / (x) crezca ( decrezca ) 
sobre el intervalo (a. b) es sufi- Fig. 9.1 

ciento que la derivada /' (x) sea 

positiva (negativa) en todos los puntos de esLe intervalo. 

De este modo, el estudio de los intervalos de monotonía do la 
función diferenciable / (x) se reduce a la investigación del signo de 
la primera derivada de esta / unción . 

A título de ejemplo examinemos el problema en el cual se buscan 
los intervalos de monotonía de la función / (x) x* — 3x a — 4. 
Ya que /' (x) = 3x 2 — 6x =- 3x (x — 2). entonces. /' (x) es evi¬ 
dentemente 

positiva si — <» < x < 0. 
negativa si 0 < x < 2. 
positiva si 2 < x c +oo. 

De este modo, la función considerada crece en cada una de las se¬ 
mirrectas (—oo, 0) y (2. 4 oo) y decrece en el intervalo (O, 2). 
La gráfica de esta función esta representada en la fig. 9.1. 

2. Búsqueda de puntos de extremo posiblei En el p. 2 del § 7 del 
capítulo anterior hemos introducido el concepto de máximo ( mínimo) 
local de la función / (x) y hemos establecido la condición necesaria 
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para que eu un punto dado la función / (x) tenga máximo (mínimo) 
local. Para que sea más cómodo, volvamos a enunciar las defini¬ 
ciones y los resultados establecidos en dicho punto. 

Sea la función / (x) definida en lodos los puntos de cierto entorno 
del punto c. Se dice que en el punto c la función / (x) tiene máximo 
(mínimo ) local si existe un entorno del punto c tal que entre sus 
límites el valor / ( c) es el máximo (el mínimo) entre todos los demás 
valores de esta función. 

El máximo local y el mínimo local se denominan extremo. 

El siguiente t.eoroma establece la condición necesaria del extremo 
de una función difcrenclable: si la función f (x) es diferenciable en el 
punto c y tiene extremo en este punto, entonces, /' ( c) = 0. 

De este modo, para hallar los puntos de extremo posible de la 
función diferenciable / (x). hay que determinar todas las raíces de la 
ecuación /' (x) = 0 (es decir, hallar todos los ceros de la derivada 
/' (x)). En adelante, las raíces de la ecuación /' (x) = 0 denominare¬ 
mos puntos de extremo posible de la función / (x) *). 

Sin embargo, observemos que, como la igualdad de la primera 
derivada a cero es solamente condición necesaria **) de extremo, hay 
que investigar complementariamente el problema de la existencia 
del extremo en todo punto de extremo posible. Para hacer asta 
investigación complementaria tenemos que establecer condiciones 
suficientes de la existencia del extremo Pasamos a hacerlo. 

3. Primera condición suficiente de extremo. 

Teorema 9.1. Sea que un punto c es punto de extremo posible de 
la función f (x) y sea que la función f (x) es diferenciable en todos los 
puntos de un entorno del punto c. Entonces, si entre los límites de dicho 
entorno la derivada f (x) es positiva (negativa) a la izquierda del punto 
c y negativa ( positiva) a la derecha del punto c. la función f (x) tiene 
máximo ( mínimo) local en el punto c SI la derivada f (x) tiene el 
mismo signo a la Izquierda y a la derecha del punto c, entonces en el 
punto c no hay extremo. 

demostración i) Sea primero que entre los límites do dicho 
entorno la derivada /' (x) es positiva (negativa) a la izquierda del 
punto c y negativa (positiva) a la derecha del punto c. Es necesario 
demostrar que el valor f (c) es el máximo (minimo) entre todos los 
valores do / (x) en dicho entorno. Mediante x„ denotemos cualquier 
valor del argumento de dicho entorno diferente de c. Basta demos¬ 
trar que 

f (o) — f (x 0 ) > 0 (<0). 


*) Las raíces de la ecuación /' (x¡ = 0 se denominan a veces punios esta- 
ctonartos 

**) Efila condición no es suficiente lo que so desprendo, por lo menos, de la 
investigación de la función y =* z 3 . Esta función no tiene extremo eu el punto 
x = 0 donde /' (x) — 0. 
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La función / (x) es diferenciable (y, por lo tanto, continua) en el seg¬ 
mento |c, x„]. Aplicando el teorema 8.12 de Lagrange a / (x) por el 
segmento le, x„l, tendremos 

/ W - / (x 0 ) = /' (g) (c - x 0 ), (9.1) 

donde g es cierto valor del argumento comprendido entre c y x 0 . 
Ya que la derivada /' (g) es positiva (negativa) para x„ < c y nega¬ 
tiva (positiva) para x„ > c, entonces el miembro derecho de (9.1) 
es positivo (negativo). 

2) Sea abora que la derivada /' (x) tiene el mismo signo tanto 
a la izquierda como a la derecha del punto c. Denotando, igual que 
anteriormente, mediante x 0 cualquier valor del argumento diferente 
de c y repitiendo los razonamientos hechos anteriormente, demos¬ 
tremos que el miembro derecho de (9.1) tiene diferentes signos para 
x„ < c y para x„ > c. Esto demuestra que en e! punto c no hay ex¬ 
tremo. 

La regla que se desprende del teorema 9.1 puede enunciarse bre¬ 
vemente del modo siguiente: 1 ) si al pasar a través del punto de extre¬ 
mo posible dado c la derivada )' ( x ) cambia el signo de más a menos 
(de menos a más), entonces en el punto c la función f (x) tiene máximo 
( mínimo ) local ; 2) si al pasar a través del punto de extremo posible dado 
c la derivada /' (x) no cambia de signo, entonces en el punto c no hay 
extremo, 

e.if.mi'los. 1 ) Suponiendo que una lata de conservas tiene forma 
do cilindro circular do radio r y altura h, determínese quo relación 
entre r y h garantiza el mayor volumen posible de si su superficie 
total permanece constante. 

Denotemos la superficie total de la lata de conservas mediante S. 
Entonces, 

2nr 2 -f 2nrh = S = consl. (9.2) 

De esta igualdad hallamos que 



De este modo, podemos expresar el volumen V de la lata do conservas 
como función del radio r: V -= nr 2 h ~ ~ r — n r 3 . El problema se 
reduce a la búsqueda del máximo de la función V (r) =. ¿r — nx 3 . 
Igualando a cero la derivada 1" (r) = ¿ — 3nr* y teniendo en 
cuenta que r > 0 , hallamos el punto de extremo posible 

'“/Ir- 


10—607 


(9.3) 
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Aunque por el sentido del problema queda claro que el único plinto 
de extremo es el punto del máximo de la función V (r), podemos 
cerciorarnos estrictamente de esto empleando el teorema 9.1 y 

observando que la derivada V'(r) = 3n(^ — r 2 ) es positiva 

para r < YS/ttn y negativa para r > YSHSn. Establecemos ahora 
que relación entre el radio r y la altura h garantiza el volumen máxi¬ 
mo V (r) de la lata de conservas. Para hacerlo, dividimos la igualdad 
(9.2) por r 2 y en el miembro derecho de la igualdad obtenida emplea¬ 
mos la relación (9.3). En este 
caso obtenemos — = 2, es decir, 
h = 2r. 

De este modo, el máximo 
volumen tendrá la lata cuya altura 
es igual al diámetro *). 

2) Hállese los puntos de extre¬ 
mo de la función / ( x ) =* (x — 2) 5 . 
Va que /' (x) — 5 (x — 2)*, 
entonces el único punto de 
extremo posible es el punto 
x = 2 

Puesto que /' (x) es positiva, 
tanto a la izquierda como a la 
derecha de este punto, entonces 
la función / (x) = (i — 2) s no tiene puntos de extremo (la gráfica 
de la función / (x) = (x — 2)* se representa en la fig. 9-2) 

4. Segunda condición suficiente de extremo. A veces, es difícil 
determinar el signo de la primera derivada /' (x) a la izquierda y a la 
derecha del punto de extremo posible. Para este caso, indiquemos 
otra condición suficiente do la existencia del extremo en el punto 
de extremo posible dado c que no necesita la investigación del signo 
de f (x) en el entorno del c, sino supone la existencia en el punto c 
de la segunda derivada finita / <2) (x) diferente de cero. 

Teorema 9.2. Sea que la función f (x) tiene segunda derivada finita 
en el punto de extremo finito dado c. Entonces, en el punto c, la función 
f (x) tiene máximo si /<*> (c) <C 0 , y mínimo si f m (c) > 0 . 

Bemostiracion. De la condición /' 2) (c) < 0 (>0) y del teorema 8.9 
se desprende que la función f (x) decrece (crece) en el punto c. Ya 
que, según la condición, f (c) = 0, entonces existe un entorno del 
punto c dentro del cual f (x) es positiva (negativa) a la izquierda de c 
y negativa (positiva) a la derecha de c. Pero, entonces, según el 
teorema anterior, en el punto cf (x) tiene máximo (mínimo). 


•) El problema resuelto demuestra que es conveniente fabricar las latas 
de altura igual al diámetro para ahorrar el metal. 




§ 1. Intervalos de moootopia 


291 


observación. Hablando en general, el teorema 9.2 tiene apli¬ 
cación más estrecha que el teorema 9.1. El teorema 9.2 no resuelve 
el probloma de extremo para el caso cuando la segunda derivada 
/<*) (x) no existe en el punto c, así como, cuando /<*> (c) = 0. En el 
último caso, para resolver el problema de la existencia del extremo 
hay que examinar el comportamiento de las derivadas de órdenes 
superiores en el punto c, lo que haremos en el § 4 del presente capí¬ 
tulo. 

ejemplos. 1) En la taza que tiene forma de semiesfera de radio r 
se ha puesto una varilla homogénea de longitud l (fig. 9.3). Supo¬ 
niendo que 2 r<¡< 4r, hallar 
la posición de equilibrio de la 
varilla. 

A la posición de equilibrio de 
la varilla le corresponde el valor 
mínimo de su energía potencial, 
es decir, la posición más baja del 
centro de su gravedad O (puesto 
que la varilla es homogénea, su 
centro de gravedad coincide con 
su punto medio). Denotando me¬ 
diante OK la perpendicular al pla¬ 
no. en el cual está la taza, redu¬ 
cimos el problema a la búsqueda de la posición de la varilla AB, 
en la cual el segmento OK tiene la longitud mínima. Ante todo, cal¬ 
culemos la longitud del segmento OK como función del ángulo 
entre la varilla y el plano, en el cual está la taza. Sea DL paralelo 
a OK, y OC perpendicular a OK (D es el punto de apoyo de la varilla 
en el borde de la taza). 

Del triángulo rectangular EAD se tiene AD ■= ED eos a = 
= 2r eos a. Por la condición, AO = l¡2. De este modo, 

OD = AO — AO *= 2r eos a — 1/2. 

Por otra parte, DC = DL — OK = r — OK. Por eso, del triángulo 
rectangular ODC, 

DC r—OK 

SCn ““ 0 XT= ¿rcosa — 1/2 * 

De este modo, la longitud del segmento OK denotada por / (a) es 
igual a / ( a) = r -|— l — sen a — r son 2a. 

Pasamos a determinar el valor del ángulo a. que da el mínimo 
de / (a). (Está claro que podemos limitarnos a los valores del ángulo 
a del primer cuadrante.) Ya que /’ (a) = -j eos a — 2r eos 2a = 

— eos « r 2r — 4r eos* a, entonces los puntos de extremo 
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posible se hallan como soluciones de la ecuación cuadrática 
4r eos 1 a—i- cosa — 2r—0. 


Puesto que en el primer cuadrante eos a es positivo, nos conviene 
solamente la raíz positiva de esta ecuación 


eos a 0 


i + V^'l-iaSr^ 

iOr 


(9.4) 


Aunque por el sentido del problema queda claro que el único punto 
de extremo posible a 0 es punto do mínimo de la función / (a), de¬ 
mostremos eso estrictamente, empleando el teorema 9.2. Es sufi¬ 
ciente cerciorarse de que / (í > (a„) > 0- Ya que 

/<»(«*)= —j-seu a + 4r son 2a =< 8 r sen a (cosa — , 


entonces, en virtud de (9.4), 

/<*> (a.) ~ 8r sen a 0 (eos a» - ) - -^2- 128 r* > 0. 

Por lo tanto, queda establecido que la posición de equilibrio de la 
varilla correspondo al ángulo entre la varilla y el plano, en el cual 
está la taza, determinado por la fórmula (9.4). 

2) Hállense los valores de extremo de la función / ( x) ■= z 2 — 
— 3z* — 4. Ya hemos investigado esta función en el p. 1 del pre¬ 
sente párrafo (véase la fig. 9.1). Puesto que f (z) = 3x a — Üz = 
= 3x (x — 2), entonces la función / (z) tiene dos puntos de extremo 
posible: z, = 0 y z 2 = 2. Ya que es fácil dilucidar el signo de /' (z) 
a la izquierda y a la derecha de estos puntos, se puede resolver el 
problema de extremo, empleando el teorema 9.1 (la primera condi¬ 
ción suficiente). Pero nos preferimos a utilizar el teorema 9.2 (la 
segunda condición suficiente). Tenemos 

fW (z) = 6 x - 6 . /<*> ( 0 ) = -6 < 0 . /<*> ( 2 ) = 6 > 0 . 

De este modo, la función / (z) tiene máximo en el punto 0 y mínimo 
en el punto 2. Los valores oxtremales do esta función son iguales a 
/a,», - / (0) - -4. f aln = / (2) = - 8 . 

5. Extremo de la función, no diferenciable en un punto dado. 
Procedimiento general para determinar extremos. Hasta ahora, 
hemos estudiado el problema de existencia dol extremo de la fun¬ 
dón / (z) era tal punto c, en el que la función f (z) es diferenciable. 
En este punto examinaremos el problema de existencia del extremo 
de una función en el punto c que no es diferonciable en dicho punto c 
pero es diferenciable en todos los puntos de cierto entorno a la de¬ 
recha y a la izquierda de c. 
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Resulta que el teorema 9.1 puede generalizarse para el caso de 
tal función. A saber, tiene lugar la siguiente afirmación. 

Teorema 9.3. Sea la función f (z) diferenciable en todos los puntos 
de cierto entorno del punto c, excepto, tal ves, el propio punto c, y con¬ 
tinua en el punto c. 

Entonces, si entre los límites de dicho entorno la derivada /' ( x) 
es positiva ( negativa ) a la izquierda del punto c y negativa ( positiva) 
a la derecha del punto c, entonces la función f (z) tiene máximo ( mínimo ) 




local en el punto c. Si la derivada /' (z) tiene un mismo signo tanto 
a la izquierda como a la derecha del punto c, entonces, en el punto c 
no hay extremo. 

la demostración coincide en todos los detalles con la demos¬ 
tración del teorema 9.1. Pero esta vez. la posibilidad de aplicar el 
teorema de Lagrange a la función / (z) por el segmento [c, z 0 l se 
demuestra dol modo siguiente: por la condición, la función / (z) 
os diferenciable (y. por tanto, continua) sobro todo el semisegmento 
(c. z„l y, además, continua en el punto c. Por tanto, / (z) es con¬ 
tinua sobre todo el segmento (c, zj y diferenciable en todos los 
puntos interiores de este segmento. 

ejemplos. 1) Hállense los puntos de extremo de la función 
/ (z) = I z |. La función es diferenciable en todos los puntos de la 
recta infinita, excepto el punto z = 0, y continua en el punto z = 0, 
con tal que la derivada /' (z) = 1 para z > 0 y os igual a —1 para 
z < 0. 

El teorema 9.1 no puede aplicarse a esta función, pero, según 
el teorema 9.3, ella tiene mínimo cuando z = 0 (fig. 9.4). 

2) Hállense los puntos de extremo de la función y = z 2 ''*. Esta 
función es continua sobre toda la recta infinita y diferenciable 
en todos los puntos de esta recta, excepto el punto x = 0. La deri¬ 
vada. para z 0, es igual a 
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En el ejemplo anterior la derivada tenía discontinuidad de primera 
especie *) en el punto x = 0; esta vez, la derivada tiene en el punto 
x — 0 discontinuidad de segunda especio («salto infinito»). De la 
expresión para la derivada deducimos que la derivada es negativa 
a la izquierda del punto x = 0 y positiva a la derecha de este punto. 
Por tanto, el teorema 9.3 permite comprobar que la función consi¬ 
derada tiene mínimo en el punto 
x = 0 (la gráfica de la función 
considerada se representa en la 
fig. 9.5). 

3) Hállense los puntos de 
extremo de la función 

P = /W = (TT^ « **=<>• 

lO si x= 0. 

Es fácil ver que esta función es 
continua sobre toda la recta infi- 
’iita. En efecto, el único punto «dudoso» es el punto x =■ 0, pero en 
■ste punto la función es continua, puesto que 

lím y = lím y = 0. 
i—o+o *-.o-o 



Luego, es obvio que la función considerada es diferenciable en 
todos los puntos de la recta infinita, excepto el punto x =» 0. En 
todos los puntos, excepto ésto, la derivada se determina por la fór¬ 
mula 


y' “ 


i+*"+4-« 


1 

* 



Es fácil ver que el límite lím —--= lím-r- no existe, 

X -.0 1 x —0 — 

1+e* 

así que la función y = / (x) no es diferenciable en el punto x = 0. 
Debido a que la derivada y' es positiva, tanto a la izquierda como a la 
derecha del punto x = 0, la función considerada según el teorema 9.3 
no tiene extremo en el punto x = 0, y, por lo tanto, nunca tiene 
extremos. (La gráfica de la función considerada se representa en la 
fig. 9.6.) 

Pasamos al procedimiento general para determinar puntos de 
extremo local. Supongamos que la función / ( x) es continua sobre el 


•) En al sentido de que esta derivada, aunque no existía en el punto x = 0 
tenía en este punto los valores límite finitos derecho e izquierdo no coincidente9 
entre sí. 
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intervalo *) (a, b) y su derivada )' (x) existe y es continua sobre todo 
este intervalo, excepto un número finito de puntos. 

Además, supongamos que en el intervalo (a, b) la derivada /' ( x) 
se anula sólo en un número finito de puntos. En otras palabras, supo¬ 
nemos que en el intervalo (a, b) existe sólo un número finito de 
puntos en los cuales la derivada / (x) no existe o se anula. Denote¬ 
mos estos puntos mediante los símbolos x„ x¡, . . x„ (a < x¡ < 
< ... < x„ < b). En virtud de las suposiciones hechas, la de¬ 

rivada /' (x) mantiene el signo constante en cada uno de los intervalos 
(a, x,), (x,, x 3 ), . . (x„, b). Por lo tanto, el problema de existencia 

del extremo en cada uno de los puntos x„ x 2 , . . ., x„ puede , resolverse 
(en sentido positivo o negativo) empleando el teorema 9.3. 

Aquí no ofrecemos el ejemplo que ilustra el procedimiento general 
paro determinar puntos de extremo local. Lo haromos en el § 6. 

§ 2. Dirección de convexidad de la gráfica de una 
función 

Supongamos que la función / ( x) es diferenciable en todo punto 
del intervalo (a, í>). Entonces, como ya hemos establecido en el p. 4 
del § 1 del cap. 5, existe la tangente a la gráfica de la función y =* / (x) 




que pasa por cualquier punto M (x, / (x)) de esta gráfica (a < x <C b) 
con tal que la tangente no es paralela **) al efe Oy. 

Definición. Diremos que en el intervalo (a, b) la gráfica de la 
función y = f (x) tiene convexidad dirigida hacia abafo (hacia arriba ) 
si la gráfica de esta función se encuentra no por debajo (no por encima) 
de cualquiera de sus tangentes entre los limites de dicho intervalo. 

observación i. El término sla gráfica se encuentra no por debajo 
(no por encima) de su tangente» tiene sentido, puesto que la tangente 
.no es paralela al eje Oy. 

En la fig. 9.7 está representada la gráfica de la función que en 

•) En voz del intervalo pueden considerarse una semirrecta, la recta infi¬ 
nita y otro conjunto. 

•*) Puesto que su coeiicientc angular, igual a la derivada /' (x), es finito. 
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el intervalo (a, b) tiene convexidad dirigida hacia abajo y, en la 
fig. 9.8, hacia arriba. 

Teorema 9.4. Si en el intervalo (a, b) la función y = f (x) tiene 
la segunda derivada finita y si esta derivada es no negativa (no.positiva) 
en todo este intervalo, entonces, en el intervalo ( a , b), la gráfica de la 
función y = f (x) tiene convexidad dirigida hacia abajo (hacia arriba). 

demostración. Para la precisión, consideremos el caso cuando 
la segunda derivada /•*• (x) ^ 0 en lodo el (a, b ). Mediante c deno¬ 
temos cualquier punto del intervalo (a, b) (fig. 9.9). Es necesario 
demostrar que la gráfica de la función y — f (x) no se encuentra 
por debajo de la tangente que pasa por el punto M (c, / (c)). Escri¬ 
bimos la ecuación de dicha tangente, denotando su ordenada corriente 



mediante y. Ya que el coeficiente angular de dicha tangente es igual 
a f (c), su ecuación tiene la forma *) 

Y — f (c) = f (c) (x - c). (o.r»> 

Desarrollemos la función f (x) en el entorno del punto c por la fór¬ 
mula de Taylor, tomando en esta fórmula n = I. Obtenemos 

9 *= 1 (*> = / (c )+ (x - c) + (x- cY . (9.6) 


donde el término residual se toma en forma de Lagrange, £ se com¬ 
prende entre cyi. Ya que, según la condición, / (x) tiene la segunda 
derivada en el intervalo (a, b), la fórmula (9.6), es válida para 
cualquier x del intervalo (a, b ) (véase el § 13 del cap. 8). 

Comparando (9.6) y (9.5), tendremos 


y-Y= 


/<»> ti) 
2 


(X-C)» 


(9.7) 


*) En el fascículo 8 del presente curso se demuestra que la ecuación de la 
recta que pasa por el punto M (a, i) y tiene el coeficiente angular k, es de la 
forma Y — 0 = k (x — n). 
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Ya que, según la condición, la segunda derivada > 0, en todo el 
(a, b ), entonces el miembro derecho de (9.7) es no negativo, o sea, 
para todos los x de (a, b) y — Y ^ O o bien y > Y. 

La última desigualdad demuestra que la gráfica de la función 
y — 1 (x), entre los límites del intervalo (a, 6), se sitúa no más bajo 
que la tangente (9.5). 

Análogamente se demuestra el teorema para el caso de /<*> ( x) ¡gj 

í; 0. 

OBSERVACION 2 . Si, en todo el intervalo (a, ó), p> {x) — 0, 
entonces, como es fácil cerciorarse, y = / (x) es función lineal, o sea, 
su gráfica es línea recta. En este caso, la dirección de convexidad 
puede ser arbitraria. 

Teorema 9.5. Sea la segunda derivada de la función y ■=> f (x) 
continua y positiva ( negativa) en el punto c. Entonces, existe un entorno 
del punto c tal que entre sus limites la gráfica de la función y = f (x) 
tiene convexidad dirigida hacia abafo (hacia arriba). 

demostración Según el teorema sobre la estabilidad del signo 
de una función continua, existe un entorno del punto c tal que entre 
sus limites la segunda derivada f ,7 > ( x) es positiva (negativa). Con¬ 
forme al teorema anterior, entre los iímites de este entorno la grá¬ 
fica de la función y = f (x) tiene la convexidad dirigida hacia abajo 
(hacia arriba). 

De este modo, la dirección de convexidad de la gráfica de la función 
se caracteriza completamente por el signo de la segunda derivada de esta 
función. 

ejemplo. Investigar la dirección de convexidad de la gráfica 
de la función y = / (x) = x* -f- 3x 7 — 4. Ya la liemos considerado 
on los puntos 1 y 4 del párrafo anterior (véase la fig. 9.1). De la 
forma de la segunda derivada /<*> (x) = Hi — 6 = 6(ar — 1) se 
desprende que esta derivada es negativa para i<ly positiva para 
x > 1. De este modo, la convexidad de la gráfica de la función 
!/ — x 3 — 3x 2 — 4 está dirigida hacia arriba en el intervalo ( — oo, 1) 
y hacia abajo en el intervalo (1. oo). 

§ 3. Puntos de inflexión de la gráfica de una función 

1. Definición del punto de inflexión. Condición necesaria de in¬ 
flexión. Sean a, b y c tres números vinculados por las desigualdades 
o- < c < b. Supongamos que la función y — f (x) es diferenciable 
en ej intervalo (a, b). o sea, existe la tangente a la gráfica de esta 
función de todos los puntos cuyas abscisas pertenecen al intervalo 
(a, b). Además, supongamos que la gráfica de la función y = / (x) 
tiene dirección determinada de convexidad en cada uno de los inter¬ 
valos (a, c) y (c, 6). 

Definición. El punto M (c, / (c)) de la gráfica de la función y = 
= / i 1 ) se denomina punto de inflexión de esta gráfica si existe un 
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entorno del punto e del eje de abscisas tal que, entre sus límites, la grá¬ 
fica de la junción y = f (x) tiene direcciones diferentes de convexidad 
a la izquierda y a la derecha del punto c. 

En la fig. 9.10 está representada la gráfica de la función que tiene 
inflexión en el punto M (c, / <c)). 

A veces, cuando se hallan los puntos de inflexión de la gráfica 
de una función y = f (x) se exige complementariamente que dicha 
gráfica, entre los límites de todo el entorno bastante pequeño del punto 
c del eje de abscisas, a la izquierda y a la derecha de c esté situada por 
los lados diferentes de la tangente a esta gráfica en el punto M ( c, f (c)). 

A continuación demostremos que 
esta propiedad se desprenderá de 
la definición dada suponiendo 
que la derivada /' (x) sea continua 
en el punto c. 

Demostremos dos lemas si¬ 
guientes. 

Lema 1. Sea que la función 
y — f (x) tiene la derivada f (x) en 
todos los puntos de 6 -entorno del 
punto c con tal que esta derivada es 
continua en el punto c. Entonces, si la gráfica de lo función y = / (x) 
tiene, en el intervalo (c, c ó), la convexidad dirigida hacia abajo 
(hacia arriba), entonces entre los limites de todo el intervalo ( c , c -|- ó) 
esta gráfica se sitúa no más bajo (no más alto) que la tangente a la grá¬ 
fica trazada en el punto M (c, / (c)). 

demostración Consideremos las sucesión {x„ } de puntos del 
intervalo (c. c + 6| convergente al punto c. Por lodo punto 
M„ (x„, / (xj) de la gráfica de 1a función y = / (x) tracemos la tan¬ 
gente a esta gráfico, o sea, la recta •) 

y n = / (*») + /' (*„) (x — x n ). 

Ya que, según la condición, en el intervalo (c, c -+■ Ó) la gráfica de 
la función y = / (x) tiene la convexidad dirigida hacia abajo (hacia 
arriba), entonces, para cualquier número n y cualquier punto fijado x 
del intervalo (c, c + 6), 

/ (x) - y„ = / (x) - / (x n ) - /' (x„) (x - x„) > 0 «0). (*) 

De la condición de continuidad do /' (x) y, por lo tanto, de / (x)) 
en el punto c y de la definición de continuidad del p. 1 del § 3 del 


*) Emp oamos la ecuación do la recta que pasa por el punto dado M n (z„, 
t ( x n» y ti®"» el coeficiente angular igual a f (i n ). La ordenada corriente de 
esta recta se denota por Y n . 
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cap. 4 se desprende que existe el límite 

lím (/ (a-) — Y r ) = lím {/ (z) — f (z„) — /' <x„) (z -z n )¡ = 

n~~oo tí— oo 

= /(*)—/ (<=) — /' (c) (a- — «). 

De la existencia del último límite, en virtud de la desigualdad (*) 
y el teorema 3.13 del § 1 del cap. 3, obtenemos que 

/ (z) - / <c) - /' (c) (z - c) > 0 «0). 

Si mediante y denotamos la ordenada corriente de la tangente (9.5) 
que paso por el punto M (c, / (c)), entonces podemos escribir la últi¬ 
mo desigualdad en la forma: / (z) — Y 0 (^0). 

Así pues, pasando en la desigualdad (*) al límite pora noo 
y empleando el teorema 3.13 del cap. 3, obtenemos que 

/ (z) — r > 0 «0) 

para lodo punto fijado z del intervalo (c, c + 6) con tal que Y 
designe la ordenada corriente de la tangente trazada por el punto 
M (c, f (c)). El lema queda demostrado. 

observación. De manera análoga se enuncia y se demuestra el 
lema 1 para el caso cuando la gráfica de la función tione dirección 
determinada de convexidad no en el intervalo (c, e + ó) sino en el 
intervalo (c — ó, c). 

Lema 2. Sea que la /unción y = / (z) tiene derivada /' (z) en un 
entorna del punto ccon tal que esta derivada sea continua en el punto c. 
Entonces, si la gráfica de la función y — f (x) tiene inflexión en el punto 
M (r, f (c)), entonces entre los límites de un 6-entorno bastante pequeño 
del punto c, a la izquierda y a la derecha de c esta gráfica está situada 
por los lados diferentes de la tangente trazada por el punto M( c, ¡ (c)). 

Para demostrar este lema debemos elegir ó > 0 tan pequeño que, 
en cada uno de los intervalos (e — ó, c) y (c, c 4- Ó), la gráfica de la 
función y — f ( x) tenga dirección determinada de convexidad (esta 
dirección sorá diferente en los intervalos (c — ó, c) y (c, c + ó)). 
Después de eso para demostrar el lema 2 queda por aplicar el lema 1 
a la función y = / (z) en cada uno de los intervalos (c — ó, c) y 
(c, c + 6)- 

E1 lema 2 permite establecer la condición necesaria do inflexión 
do la gráfica de la función dos veces diferenciable en un punto dado. 

Teorema 9.6. (condición necesaria de inflexión de la gráfica 
de la función dos veces diferenciable). Sien el punto c la función 
y — f (x) tiene la segunda derivada y la gráfica de esta función tiene 
inflexión en el punto M ( c , / (c)), entonces /**> (c) = 0. 

demostración. Sea, igual que anteriormente, Y la ordenada 
corriente d<> la tangente Y — / (c) + /' (c) (z — c) que pasa por el 
p inte li le grí/'cs Jtf (c, / (c)). 
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Consideremos la función 

/■(*) = /(*)-y=/(*)-/(c)-/' (c) (x-c) 

igual a la diferencia de / ( x ) y la función lineal / (c) -f- /' (c) (x — c). 

Igual que la función / (x), la F ( x ) tiene en el punto c la segunda 
derivada (y, por eso, tiene la primera derivada en cierto entorno 
de c con tal que la primera derivada es continua en el punto c). 
En virtud del loma 2, en un entorno pequeño del punto c, a la iz¬ 
quierda y a la derecha de c la gráfica de la función y = f (x) está 
situada por los lados diferentes de la tangente que pasa por el punto 
M (c, / (e)), y, por consiguiente, en el entorno pequeño del punió c 
la función F (x) tiene signos diferentes a la izquierda y a la derecha 
de c. 

Por tanto, la función F (x) no puede tener extremo local en el 
punto c. 

Supongamos ahora que /<*> (c) 0. Entonces, puesto que F' (x) = 

= f (a - ) — /' (c), E <S1 (x) = /<*> (x), se cumplen las condiciones 
F' (c) = 0, Fi‘> (c) = 5 ¡í= 0 y la función F (x) en virtud del teorema 9.2. 
tiene extremo local en el punto c. La contradicción obtenida de¬ 
muestra que la suposición /<*> (e) ^ 0 es inválida, o sea, / (í) (c) = 0. 
El teorema queda demostrado. 

El hecho do que la igualdad de la segunda derivada a cero os 
solamente la condición necesaria de inflexión de lo gráfica de la 
función dos veces diferenciable se desprende, por ejemplo, de la 
consideración de la gráfica de la función y = x‘. Para esta función, 
la segunda derivada ¡d s > = 12x s se anulo en el punto x = 0 poro su 
gráfica no tiene inflexión en el punto M (0, 0). 

En virtud del teorema 9.6, para hallar todos los puntos de in¬ 
flexión, de la gráfica de la función dos veces diferenciable y = f (x) 
hace falta considerar todas las raíces de la ecuación /<*> (x) = 0. 

Debido a que la igualdad de la segunda derivada a cero es sola¬ 
mente la condición necesaria de inflexión, es necesario investigar 
complementariamente el problema de existencia de la inflexión en 
todo punto, para el cual /< s> (x) = 0. Para realizar esta investiga¬ 
ción, debemos establecer las condiciones suficientes de inflexión. 
Pasamos a hacerlo. 

2. Primera condición suficiente de inflexión. 

Teorema 9.7. Sea que la función y = f (x) tiene la segunda deri¬ 
vada en cierto entorno del punto c y / (2> (c) = 0. Entonces , si entre los 
límites de dicho entorno la segunda derivada /<*> (x) tiene signos dife¬ 
rentes a la itquierda y a la derecha de c, la gráfica de esta función tiene 
inflexión en el punto M (c, / (c)). 

demoshracion En primer lugar, observemos que la gráfica de la 
función y = f (x) tiene tangente en el punto M (c, / (c)), puesto que 
de las condiciones del teorema se desprende la existencia de la deri¬ 
vada finita /' (c). Luego, de que / |2> (x) tiene signos diferentes a la 
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izquierda y a la derecha de c y del teorema 9.4 deducimos que la 
dirección de convexidad es diferente a la izquierda y a la derecha 
de c. El teorema queda demostrado. 

ejemplo. Hállense los puntos de inflexión de la gráfica de la 
función y — x 3 — 3x 2 — 4. La consideramos anteriormente muchas 
veces (su gráfica está representada en la fig. 9.1). Puesto que /< a > ( x) — 
= 6z — 6 = 6 (z — 1), entonces el único valor del argumento para 
el cual la inflexión sea posible, es x = 1. Le corresponde el punto 
de la gráfica M (1, —6). Ya que /<*> (z) tiene signos diferontes para 
i>1 y para x < 1. entonces el punto M (1, — 6) es punto de in¬ 
flexión de la gráfica de la función considerada. 

3. Segunda condición suficiente de inflexión. Para oi caso cuando 
la investigación del signo de la segunda derivada en el entorno del 
punto c no es deseable, enunciemos la segunda condición suficiente 
de inflexión que supone la existencia de la tercera derivada finita 
de la función y = f (z) en el punto c. 

Teorema 9.8. Si en el punto c la función y = / (z) tiene la tercera 
derivada finita y en este punto satisface las condiciones /'*' (c) = 0, 
/<’> (c) =5 1= 0, entonces la gráfica de esta función tiene inflexión en el 
punto M (c, / (c)). 

DEMOSTRACION. De la condición f‘ 3) (c) =?£ 0 y del teorema 8.9 
so desprendo que la función /< s > (z) ora crece ora docrece en el punto c. 
Ya que /<*> (c) = 0, tanto en uno como en otro caso existe un entorno 
del punto c tal que entre sus limites /< J > (x) tiene signos diferentes 
a la izquierda y a la derecha de c. Poro, entonces, según el teorema 
anterior, la gráfica de la función y = / (z) tiene inflexión en el 
punto M (c, 1 (c)). 

Observación. Naturalmente, el teorema 9.8 tiene una aplicación 
más estrecha que el teorema 9.7. Así. el teorema 9.8. no resuelve el 
problema de existencia de la inflexión para el caso cuando la función 
y — / (z) no tiene la tercera derivada finita, así como para el caso 
de f t3> (c) = 0. En el último caso, para resolver el problema de exis¬ 
tencia de la inflexión es necesario examinar el comportamiento de las 
derivadas de órdenes superiores en el punto c, lo que haremos en 
el § 4 de este capitulo. 

Volvamos al ejemplo considerado en el punto anterior y mostremos 
que el problema de existencia de la inflexión para la gráfica de la 
función y = x 3 — 3z s — 4 puede también resolverse si empleamos 
el teorema 9.8. En efecto, /<*> (z) = 6 0, y, por tanto, según el 

teorema 9.8. el punto M (1, —6) es punto do inflexión. 

4. Algunas generalizaciones de la primera condición suficiente de inflexión. 
Ante todo, notemos que en las condiciones del teorema 9.7 se puedo oliminar la 
exigencia de la doble dfferenciabilidad de la función y — f (-í) en el propio pun¬ 
to c. manteniendo esta exigencia solamente para ios puntos quo están situados 
en cierto entorno a la izquierda y a ia derecha de c. Además, debemos suponer 
oomplementariameute la existencia de la derivada finita /* (c). 
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La demostración del teorema 9.7 tomando en consideración dichos cambios 
coincide literalmente con la demostración anteriormente aducida. 

Luego, podemos ponernos do ocuerdo en no excluir en la definición del punto 
de inflexión, el caso cuando en el punto considerado la tangente a la gráfica es 
paralela al eje Oy *). Teniendo en cuenta este acuerdo, en el teorema se puedo 
incluso eliminar la exigencia de la diferenciabilidad de la función f (z| en el 
propio punto c y enunciar esto teorema del modo siguiente. 

Sea que la función y = / (x) llene la segunda derivada ¡Insta en lodos los 
puntos de cierto entorno del punto e, excepto, tal vez. el propio punto e. Luego, sea 

la función ¡ (r) continua en el punto 
c y sea que la gráfica de esta función 
tiene tangente**) en el punto M (c. f (c>). 
Entonces, si entre los limites de dicho 
entorno la segunda derivada /C®) (x) tiene 
signos diferentes a la itquierda y a la 
derecha del punto c, entonces la gráfica 
de la función y = f (x) tiene inflexión 
en el punto M (c, / (e)l. 

La demostración do la afirmación 
enunciada es completamente análoga 
a la demostración del teorema 9.7. 

EJEMPLO. Hállense los puntos de 
inflexión de la gráfica de la función 
y = x'P. La función tiene la segunda 
derivada en todos los puntos de la recta 
infinita, excepto el punto x = 0. En 
el punto x = 0 la función considerada 
es continua, pero su primora derivada es igual al infinito. Sin embargo, en el 
punto (0,0) la gráfica do la función y = x'P tiene tangente paralela al eje Oy ***) 
(fig. 9,11). Ya que la segunda derivada 

... 2 I 



tiene signos diforontes a la izquierda y a la derecha del punto x 0, entonces la 
gráfica do la función y = x'P tiene inflexión en el punto (0, 0). 


§ 4. Tercera condición suficiente de extremo e inflexión 

Teorema 9.9. Sea n> 1 j sea que la /unción y — f (x) tiene deri¬ 
vada de orden n en un entorno del punto c y derivada de orden n + 1 
en el propio punto c■ Sea, luego, que son válidas las siguientes rela¬ 
ciones: 

/<»> (c) = /<» (c) = ... = /<"> (c) - 0, /<"*«> (c) ¥= o. (9.8) 

Entonces, si n es número par, la gráfica de la función y = / (x) tiene 
inflexión en el punto M (c, f (c)). Si n es número impar y, además 
f ( c) = 0, la función y = f (x) tiene extremo local en el punto c, 
o, más exacto, tiene en el punto c mínimo local para /<"*'>(c) > 0 


•) Este caso correspondo al valor infinito de /' (e). 

*•) Aunque sea paralela al eje Oy. 

***) Esto se desprende, por ejemplo, de que la gráfica do la función in¬ 
versa x = y’ tiene on esto punto la tangute x = 0. 
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y máximo local para /'"*'> (c) <C0- 

demostoacion. 1) Sea, primero, n un número par. Para n = 2 
el teorema que demostramos coincide con el teorema 9.8 ya demos¬ 
trado, así que es necesario demostrar sólo para n > 4 par. 

Sea que n par satisface la condición n^4. De la condición 
/<"<■>) ( c ) 0 y del teorema 8.9 aplicando a la función /<”>(x) se des¬ 

prende que la función /<">(x) ora crece ora decrece en el punto c. 
Ya que, además, f' n> ( c ) — 0, en ambos casos existe un entorno bastan¬ 
te pequeño del punto c, entre los limites del cual /'"> (x) tiene signos 
diferentes a la derecha y a la izquierda de c. 

Al observar eso desarrollemos la función / lí > (x) por la fórmula de 
Taylor con el término residual en forma de Lagrango en el entorno 
del punto c. Obtenemos que, para todos los x de un entorno bastante 
pequeño del punto c. entre c y x existe un punto 1 tal que 

/>*> (x) - /(» (c) + (x - c) + ... 


Las relaciones (9.8) permiten dar a la última igualdad la forma si¬ 
guiente: 

£=Sr <*-«)*■*• (»•«> 


Ya que entre los límites de un entorno bastante pequeño del punto c 
la función /<"> (x) tiene signos diferenlos para x < c y para x > c 
y ya que I siempre está situado entre c y x, obtenemos que /<”>(£) 
(y, en virtud de la paridad de n, todo el miembro derecho de (9.9)) 
tiene también signos diferentes para x < c y para x > c. Pero, en¬ 
tonces, el miembro izquierdo de (9.9), o sea, /<“’ (x), entre los límites 
de un entorno bastante pequeño de c tiene signos diferentes para 
x < c y para x > c. En virtud del teorema 9.7, esto significa que In 
gráfica de la función y = f (x) tiene inflexión en el punto M (c, f (c)). 
Para el caso de n par el teorema queda demostrado. 

2) Sea ahora que n> 1 es número impar y se supone complemen¬ 
tariamente que /' (c) = 0. Ya que paran = 1 el teorema que demos¬ 
tramos coincide con el teorema 9.2 anteriormente demostrado, es 
suficiente hacer la demostración para n¡^ 3 impar. 

Sea que n impar satisface la condición n^¡ 3. Para la precisión 
hacemos los razonamientos para el caso de /<"•*') (c) >• 0 puesto que 
para el caso (c) < 0 la demostración es análoga. 

De la condición /<"♦'> (c) > 0 y del teorema 8.9 aplicada a la 
función /<"> se desprende que la función /<"> (x) crece en el punto c. 
Ya que, además, /<”>(e)=0, esto significa que existe un entorno bas¬ 
tante pequeño del punto c entre los límites del cual /<“> (x) es negativa a 
la izquierda de c y positiva a la derecha de c. 

Al observar eso desarrollemos la función f (x) en el entorno del 
punto c por la fórmula de Taylor con el término residual en forma do 
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Lagrange. Obtenemos que para todos los x de un entorno bastante pe¬ 
queño del punto c entre c y x existe un punto £ tal que 

/'(*)=■/' <*> + - íí tp ? - (x - c) + ... + (X - c)"-* + 

+ p^w< ;,: - c ) n " , • < 9 - 10 > 
Las relaciones (9.8) y la condición complementaria /' (c) = 0 
permiten escribir la igualdad (9.10) en la forma 

n*)=-3- (9.ii) 

Ya que £ siempre esta situado entre c y x, entonces para todos los 
x de un entorno bastante pequeño del punto c la derivada /<"> (£) 
es nogativa para x < c y positiva para x > c. Para n impar el núme¬ 
ro n — 1 es par y. por eso. todo el miembro derecho (y, por tanto, el 
izquierdo) de (9.11) es negativo a la izquierda de c y positivo a la de¬ 
recha do c para todos los x de un entorno bastante pequeño de c. 

Tomando en consideración el teorema 9.1 esto significa que la 
función / (x) tiene mínimo local en el punto c. Así pues, para el caso 
de !<•"*''> (c) > 0, la segunda parte del teorema queda demostrado. 
Puesto que el caso do /<" +1 > (c) > 0 se considera de modo completa¬ 
mente análogo, el teorema queda demostrado por completo. 

ejemplo. Investigúese el extremo y la inflexión de la función 
7 (x) = (x — c)"* 1 . Es fácil ver que /'(c) = /«> (c) = ... = /<"• ( c ) = 
= 0, /<'**') (c) = ( n + 1)1 > 0. Según el teorema 9.9, para 
(n -\- 1) par la función tiene mínimo en el punto x = c (fig. 9.12) 
y para (n-f-1) impar, la gráfica de la función tiene inflexión en el 
punto M ( c , 0) (fig. 9.13). 

§ 5. Asíntotas de la gráfica de una función 

Definición 1. So dice que lareclax = a es asíntota vertical de la 
gráfica de la función y = / (x) si al menos uno de los valores limite 

lím /(x) o lím (/(x) 
x-*a + 0 x-*u - U 

es igual a -feo o — oo. 

ejemplo. La gráfica de la función j = tiene la asíntota verti¬ 
cal x = 0 puesto que lím —=+oo, lím — oo (fig. 9.14). 

x—o+o x *-*o-o 1 

Luego supongamos que la función y — f (x) está definida para los 
valores del argumento cualesquiera grandes que sean. Para la preci¬ 
sión, consideraremos los valores cualesquiera grandes que sean de sig¬ 
no positivo. 
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Definición 2. Se dice que la recta 

Y = kx + b (9.12) 

es asíntota oblicua de la gráfica de la función y — f (x) para x + oo 
sí la función f ( x) puede representarse en ¡a forma 

f(x) =kx + b + o (x), (9.13) 

donde lím a ( x ) = 0. 

X-*+oo 

Teorema 9.10. Para t/ue la gráfica de la función y — f (x) tenga 




asíntota oblicua para x-*- +oo (íig. 9.12), es necesario y suficiente 
que existan dos valores limite 

lim l£- = k y lim [f(x)—kx\ = b. (9.14) 

*-►+«> 1 

DKMOSUR a oíos 1) necesidad. Sea que para x = + oo la gráfica de 
la función y = f (x) tiene asíntota (9.12), o sea, para / (x) es válida la 
representación (9.13). Entonces, 

lím lím = i ím r i + ± + M£)] = ít , 

x—*+oo * r**+« * x-*+oo L 2 2 J 

lím f/(x) — kx)= lím [ó + a (x)] =6. 

X-*+oo X-*+co 

2) suficiencia Sea que existan los valores límite (9.14). El se¬ 
gundo de estos valores límite permite afirmar que la diferencia 
/ (x) — kx — ó es infinitesimal para x -f oo. Denotando esta in¬ 
finitesimal por a (x), obtenemos la representación (9.13) para / (x). 
El teorema queda demostrado. 

l/í 20—607 
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observación. Do manera análoga se determina la asíntota oblicua 
y se demuestra el teorema 9.10 para el caso de x -*■ — oo. 

ejemplo. La gráfica de la función y = = 2x — l + 

—í-j tiene la asíntota oblicua Y = 2z — 1, tanto para x -*• + oo 



Fig. 9.14 Fig. 9.15' 


como paral-* —oo, y, además, tiene la asíntota vertical x = —1 
(fig. 9.15). En efecto, 


„ . 2x*+z o 

-":iT<7TTT = 2 - 


lím I/(x)—2 i]= lím [ — 1+—pr-1 = — 1, 

se-±<» 1 n 


lím /(x)=+oo, lím /(x)=—oo. 

*—±1 + 0 X —- 1-0 

A la par con la asíntota linaal (9.12) so consideran también asíntotas de for¬ 
ma más complicada. 

Se dice quo la parábola de orden n determinada por el polinomio 

Y = „„*" + + ...+«,*+«„, (9.t 2») 

es asíntota dt la gráfica de la función y = / (z) para z — + oo si la función 
f (*) puede representarse en la forma / (z) = a„x" + • • • + 

If n.z •+■ o„ + a (z), donde lím o (z) = 0. Es fácil demostrar la 

*—+oo 

siguiente afirmación. 

Para que la gráfica de la función y = / (z) tenga la asíntota (9.12 •> para 
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x—*• -f co, es necesario y suficiente que existan los n -4- i valores límite siguientes: 

is... m. 

X-+ 0 O x n 


c «n 


lira 

X-*+oo 


/(*)— “ni" _.. 

- ~Z=l -«n-i. ••• 


lilll 

x-* +oo 


/(X) _^ 

lím !/(*) — (o n x" + « n . I x n - 1 H-...+a,x)) = 


a e . 


§ 6. Procedimiento para investigar la gráfica de una función 

En este párrafo exponemos el procedimiento empleando el cual es 
conveniente investigar la gráfica de la función y ofrecemos el ejem¬ 
plo que ilustra este procedimiento. 

Para investigar cualitativamente la gráfica de la función y = 
= / ( x ) ante todo es conveniente realizar las siguientes investigacio¬ 
nes: 

1°. Precisar el campo de definición de la función. 

2 o . Aclarar la cuestión sobre la existencia de asíntotas (vertica¬ 
les y oblicuas). 

3°. Hallar los campos de crecimiento y decrecimiento de la fun¬ 
ción y los puntos de extremo. 

ó". Hallar los campos de dirección constante de convexidad y 
los puntos de inflexión. 

5 U . Hallar los puntos de intersección de la gráfica de la función 
con el eje Ox. 

Por los datos obtenidos es fácil trazar el boceto de la gráfica de la 
función. A titulo de ejemplo tracemos la gráfica de la función 

y - 2*~ (9.15) 

Seguiremos el procedimiento anteriormente expuesto. 

1°. Ya que la función (9.15) es fracción racional, entonces ella 
esta definida y es continua sobre toda la recta infinita, excepto el 
punto x = 0, en el cual el denominador se anula. 

2°. Aclaremos el problema de la existencia de asíntotas. Es obvio 
que 

lím -y-j-=—t», 

*-0*0 

por eso la gráfica de la función tiene asíntota vertical x = 0. Luego, 
de la existencia de los limites 

lím 1ÜL= Hm , im 2 -T+?—y 1 > 

*—±oo 1 *— ±oo ,x *-±oo * í 


lím [/(*)—§-]= lím 

*-±oo l- * J *-±oo 


2* 3 -5i* + 14i-6-2x’ 
*? 


20* 


= lím 
*—*8 


O , lá 6 
-5+—--p- 
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se desprende que tanto para x —*- 4- oo como para x —— oo la 
gráfica de la función tiene asíntota oblicua Y — — — 

3 o . Para hallar los campos de crecimiento y decrecimiento calcu¬ 
lemos la primera derivada de la función (9.15) 

, _ x»-7»+6 _ (x- l)(*-2i(i+3) 
y - 2 x> - 2 z* 


Además, teniendo en cuenta que la propia función y la primera de¬ 
rivada no existen para x = 0, obtenemos los siguientes campos de 
signo constante de y': 


Campo de 
valorea * 



0 <* < t 

1 < * < 2 

BB 

Signo de y' 

+ 

— 

+ 

- 

+ 

Comporta¬ 
miento de 
la función 

cree® 

decrece 

crece 

decrece 

crece 


De la tabla aducida se desprende que la función tiene los siguien¬ 
tes puntos de extremo: 

1) el máximo, si x = —3 con tal que / (—3) = —49/12, 

2) el máximo, si x = 1 con tal que / (1) = 5/4, 

3) el mínimo, si x = 2 con tal que / (2) = 9/8. 

4°. Para hallar los campos de dirección constante de convexidad, 
calculemos la segunda derivada 



Teniendo en cuenta que la propia función y sus derivadas no existen 


Campo de valorea * 

- oo < x< 0 

0 < X< y- 

-f <x<~ 

Signo de y(*> 

- 

- 

— 

Dirección de convexidad de 
la gráfica 

hacia arriba 

hacia arriba 

hacia abajo 


en el punto x => 0, obtenemos los siguientes campos de signo cons¬ 
tante de p* 1 »: 
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De la tabla aducida so desprende que la gráfica de la función tie¬ 
ne inflexión en el punto (9/7, / (9/7)). Es fácil calcular que / (9/7) = 
= 913/756. 

5 o . Queda por hallar los puntos de intersección de la gráfica con 
el eje Ox. Estos puntos corresponden a las raíces de la ecuación 

h* — 5-r 1 + 14x — 6=0. 

Es fácil determinar que llr’ — 5** + i4x — 6 = 2 (z — (** — 

— 2x + 6). Ya que el trinomio cuadrático ( x 1 — 2z + 6) tiene raí- 



Fig. 9.16 

cescomplejas, la ecuación considerada tiene solamente una raíz real 
x = 1/2. Por eso, la gráfica de la función interseca el eje Ox en el 
punto (1/2, 0). Según los datos obtenidos tracemos el boceto de la grá¬ 
fica de la función considerada (fig. 9.16). 


§ 7. Búsqueda dé los valores máximo y mínimo 
de una función. Extremo de frontera 

1. Búsqueda de valores n\áximo y mínimo de una función. Con¬ 
sideremos una función y = / (z) definida y continua sobre un seg¬ 
mento la, ó). Hasta ahora nos hemos interesado sólo en determinar 




310 


Cap. 9. Investigación de la gráfica de ona función 


los máximos y mínimos locales de esta función. Ahora planteemos el 
problema de hallar los valores máximo y mínimo de / (x) en el segmen¬ 
to la, ó]. Subrayemos que en virtud del teorema de Weierstrass (vé¬ 
ase el § 6 del cap. 8) la función / ( x) alcanza obligatoriamente su va¬ 
lor máximo (mínimo) en un punto del segmento la, 61. Para quo sea 



más preciso, detengámonos en determinar el valor máximo de / (x) 
en el segmento (o, Si. 

La función / (x) puedo alcanzar su valor máximo ora en un punto 
interior x 0 del segmento la, 61 (entonces, éste coincide con uno de los 
máximos locales de la función / (x), véase la fig. 9.17) ora en uno de 
los extremos del segmento la, 61 (fig. 9.18). De aquí es evidente que 




para hallar el valor máximo de la función / (x) en el segmento |a,6I 
es necesario comparar uno con otro los valores de / (x) en todos los 
puntos de máximo local y en los puntos de frontera del segmento a 
y 6. El máximo de estos valores será el valor máximo de / (x) en el 
segmento [a, 61. De manera' análoga se halla el valor mínimo de 
/ (x) en el segmento (a, 61. 

Si deseamos evitar la investigación de los puntos de extremo po¬ 
sible, se puedo comparar sencillamente uno con otro los valores de 
i (x) en todos los puntos de extremo posible y en los puntos de fron¬ 
tera a y 6. El máximo (el mínimo) de estos valores será el valor má¬ 
ximo (mínimo) de la función / (x) en el segmento {a, 61. 
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Notemos luego que si / (x) tiene en el segmento [a, 61 solamente un 
punto de extremo local *) que es punto de máximo (minimo) local, 
entonces, sin comparar el valor de / (x) en este punto con / (a) y 
f (6) se puede afirmar que este valor es el máximo (el mínimo) de 
/ (x) en el segmento (a, 61 (fig. 9.19). 

Empleando los métodos análogos se resuelve el problema para ha¬ 
llar el valor máximo (asi como, el mínimo) de la función y = / (x) 
en un intervalo, una semirrecta y la recta infinita (si se observa la 
condición de que este valor exista). 

Puede ocurrir que la función / (x) no tiene puntos de extremo posi¬ 
ble en el segmento [a, 61 (o en la semirrecta x < oo). 



Fig. 9.20 


En este caso, / (x) es monótona en osle segmento (semirrecta) y 
sus valores máximo y minimo se alcanzan en los extremos de este 
segmento (en el extremo de la semirrecta). Ilustremos el último caso 
con un ejemplo de la física. Sea que es necesario determinar qué resis¬ 
tencia x hay que conectar al circuito en serie con la resistencia dada 
r para que en r se consume la potencia máxima (al mismo tiempo, la 
tensión v 0 de la balería se considera constante, véase la fig. 9.20). 
Según la ley de Ohm, la corriente I en el circuito es igual a / = 
— t>„ (r + x). Por lo tanto, según la misma ley. la caída de tensión 
v r en la resistencia r es igual a v, = Ir = iy/(r + x). De este modo, 
lo potencia w (x) consumida en la resistencia r es igual a 
w (x) = ív, = u*r/(r + x)’. 

Ya que, según el sentido físico, la resistencia x no puede ser negativa, 
el problema se reduce a determinar el valor máximo de la función 
w (x) en la semirrecta x> 0. Calculando la derivada de esta función 


m'(x) = 


J4- 


nos cercioramos de que w' (x) < 0 en toda la semirrecta x> 0 y que 
no hay puntos do extremo posible. De este modo, la función w (x) 
decrece sobre toda la semirrecta x> 0 y alcanza su valor máximo en 
esto semirrecta si x = 0. Este valor es igual a v\r (fig. 9.21). Esto está 
claro también por razones físicas. 


) Exactamente este caso se encuentra con frecuencia en la práctica. 



312 


Cap. 9. Investigación do la gráfica de una función 


Como segundo ejemplo, resolvemos el problema para hallar los 
valores máximo y mínimo de la función y = sen (x a ) en el segmento 
-Vn < x < Vbn!2. 

Puesto que y' = 2x eos X a , dicha función tiene en el segmento 
considerado tres puntos'de extremo posible x = 0 y x = ± Y n/2. 
Comparándolos valores de la función en dichos puntos y en los extre¬ 
mos del segmento 

/<0) = 0, /(±KS72) = 1 , f(-Yñ) = o. 



nos cercioramos de que ol valor máximo de la función considerada es 
igual a ■+■ 1 y se alcanza en dos puntos interiores del segmento x¡ = 




■ — Y n/2 y x 4 =- -f Y n/2, y el valor mínimo de la función consi¬ 
derada es igual a-|/2/2y se alcanza en el extremo derecho del 
segmento Y 5n/2. 

La gráfica de la función considerada se representa en la fig. 9.22. 

2. Extremo de frontera. Sea la función y = / (x) definida sobre 
un segmento [a, ó). Diremos que en el punto de frontera b de este seg¬ 
mento la función tiene máximo de frontera (mínimo de frontera) si 
existe un semientorno izquierdo del punto b, entre los limites del cual 
el valor / (¿>) es el máximo (el mínimo) entre todos los demás valores 
de esta función. Se definen de modo análogo el máximo de frontera y 
el mínimo de frontera en el punto de frontera a del segmento lo, ó]. 
El máximo de frontera y el mínimo de frontera tienen la denomina¬ 
ción común extremo de frontera. Tiene lugar la siguiente condición 
suficiente de extremo de frontera: para que la función y = f (x) tenga 
en el punto b del segmento [a, bi el máximo de frontera (el mínimo de 
frontera) es suficiente que esta función tenga en el punto b la derivada 
izquierda positiva ( negativa) *). (La demostración es análoga a la del 

•) Para el punto de frontera a, la condición suficiente de máximo de frontera 
(mínimo de frontera) es la negatividad (la positividad) de la derivada derecha 
en el punto o. 
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teorema 8.9). De dicha condición suficiente de extremo de frontera 
so desprende directamente la siguiente condición necesaria de extremo 
de frontera de la función que tiene en el punto b la derivada izquierda: 
para que la función y — / (x) que en el punto b posee la derivada izquier¬ 
da , tenga máximo de frontera (mínimo de frontera) en este punto, es 
necesario que dicha derivada sea no negativa (no positiva). 

Para concluir, demostremos la siguiente afirmación notable. 

Teorema 9.11 (re ore m a rtc Dnrboux •). Sea que la /unción f (x) tiene 
derivada finita en todos los puntos del segmento la, ¿1 y sea que /' (a+0) =* A , 
f (ó — 0)= B. Entonces, cualquiera que sea un número C comprendido entre A y B, 
en este segmento existe un punto £ tal que /' (!) — C *••). 

demostración. En primor fugar demostremos la siguicnto afirmación: 
ai F (x) tiene derivada finita en |a. 6] y si F' (a + 0) y F' (b — 0) son númoros 
do signos diferentes, ontonces en el segmento («, 61 existe un punto ! tal que 

F' (!) = 0. 

Para la precisión, sea F' (a + 0) < 0, F' (4 — 0) > 0. Entonces, la fun¬ 
ción F (x) tiene máximo de frontera en ambos extremos del segmento |a, 61. Poro 
esto significa que el valor mínimo de F (x), on el segmento la. 6], se alcanza en 
un punto Interior ! tic este segmento (la función F (x) es difcrenciablo y, por 
tanto, continua on el segmento ¡a, ój y, uor consiguiente, alcanza au valor míni¬ 
mo en este segmento). En dicho punto !, la función F (x) tionc mínimo local 
y, por eso, A” (!) = 0. 

Para demostrar el teorema 9.11 queda por hacer F (i) = / (x) — Cr y apli¬ 
car a F (x) la afirmación que acabamos de demostrar. 

OBSERVACION. Del teorema 9.11 volvamos a concluir que 1a derivada no 
puede tener puntos de discontinuidad de primera osperio (saltos). 


*) Gastón Darboux, matemático francés (1842—1917). 

**) So comprendo c¡ue / (x) tiene derivada en cualquier punto interior del 
segmento [a, ó] y, ademas, la derivada izquierda en el punto 6 y ia derecha en 
ol punto a. 

•**) Subrayemos que la continuidad de la derivada /' (x) no se supone. 
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Apéndice 

DESARROLLO ULTERIOR DE LA TEORIA 
DE LOS NÚMEROS REALES 


Para introducir los números reales, en el cap. 2 hemos utilizado 
el conjunto de las fracciones decimales infinitas. Al definir las reglas 
de comparación, adición y multiplicación para el conjunto de estas 
fracciones, hemos establecido que los elementos de este conjunto po¬ 
seen 13 propiedades fundamentales (enumeradas en el p. 1 del § 1 del 
cap. 2 para los números racionales). El método descrito para intro¬ 
ducir los números reales no es el único posible, a pesar de tener indu¬ 
dables calidades heurísticas y metodológicas. Se podría introducir 
los números reales empleando las fracciones binarias infinitas, lla¬ 
madas cortaduras de Dedekind en el campo de los números raciona¬ 
les *), sucesiones de números racionales •*) u otros métodos. Para 
esclarecer las correlaciones entre varios métodos que introducen los 
números reales, utilicemos algunos conceptos nuevos y establecemos 
una propiedad importante más del conjunto de los números reales 
examinados. 

1. Completltud del conjunto de los números reales. Dos conjuntos, 
cada uno de los cuales tiene definidas las reglas de comparación, adi¬ 
ción y multiplicación para sus elementos, se denominarán isomorfos 
uno a otro respecto a estas reglas si entre los elementos de estos conjun¬ 
tos puede establecerse una correspondencia biunívoca ***) de tal 
modo que si a los elementos ay b del primer conjunto les corresponden 
los elementos a' y b' del segundo, entonces: 1) los elementos a' y b' 
están ligados por el mismo símbolo ( > , < ó = ) que los elementos 
a y b; 2) al elemento a + b le corresponde el elemento a' -f ó'; 
3) al elemento a-b le corresponde el elemento o' - ó'. 

Análogamente se podría hablar no de las reglas de comparación, 
adición y multiplicación, sino de cualesquiera otras reglas que carac¬ 
terizan las relaciones entre los elementos, e introducir el concepto 
de conjuntos isomorfos uno a otro respecto a las reglas mencionadas. 

•) El método para introducir los números reales empleando las cortadu¬ 
ras portenoco a R. Dedekind, matemático alemán (1831—1916), Este método ee 
expone, por ojemplo, en el cap. 1 del libro de G. M. Fijtengolts «Fundamentos 
del análisis matemático», Moscú, 1979 (en ruso). 

*•) Este método para introducir los números reales pertenece a G. Cantor. 
Su exposición puede encontrarse en el libro de V. V. Nemitski, M. I. Slúdskaia 
y A. N. Cherkásov «Curso del análisis matemático», tomo I, cap. 2, Moscú, 
Naúka, 1983 (en ruso). 

•••) En cuanto a la correspondencia biunívoca entro los elementos de dos 
conjuntos. 
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El conjunto de los números racionales, introducidos en forma de 
la razón de números enteros, con las reglas de comparación, adición 
y multiplicación indicadas en las notas en la pág. 30 y el conjunto 
de los números racionales puestos en forma de fracciones decimales 
infinitas con las reglas ordinarias de comparación, adición y multi¬ 
plicación de los números reales pueden ser ejemplo de dos conjuntos iso- 
morfos uno a otro respecto a las reglas de comparación, adición y 
multiplicación. 

Consideremos más atentamente dos conjuntos: uno de ellos el de 
todos los números racionales y el otro el de todos los números reales. 
Para coda uno de estos conjuntos están definidas las reglas de compa¬ 
ración, adición y multiplicación y son válidas 13 propiedades .funda¬ 
mentales. Al mismo tiempo, está claro que el conjunto do todo? los 
números reales es más «amplio» que el conjunto de todos los números 
racionales, puesto que, en total, el conjunto de todos los núm?rps rea¬ 
les no es isomorjo al conjunto de todos los números racionales respecto a 
las reglas de comparación, adición y multiplicación •), pero en el con¬ 
junto de los números reales puede separarse una parte isomorfa al con¬ 
junto de todos los números racionales respecto a dichas reglas. 

Lógicamente, surge la pregunta, si puede construirse también pa¬ 
ra el conjunto de todos los números reales un conjunto más «amplio» 
de objetos que posea las propiedades siguientes: 1) en este conjunto 
más «amplio» están definidas las reglas de comparación, adición y 
multiplicación y son válidas 13 propiedades fundamentales; 2) en 
total el conjunto más «amplio» no es ¡somorfo al conjunto de todos 
los números reales respecto a dichas reglas; 3) en el conjunto más «am¬ 
plio» puede separarse una parte isomorfa al conjunto de todos los 
números reales respecto a dichas reglas. 

Demostremos que este conjunto más «amplio» no existe, o sea, co¬ 
mo Bule decirso en las matemáticas, el conjunto de todos los números 
reales es completorespectoalas reglas de comparación, adición y multi¬ 
plicación y 13 propiedades fundamentales. 

En general, un conjunto arbitrario de objetos, para el cual están de¬ 
finidas algunas reglas y son válidas algunas propiedades, se denomina 
completo respecto a estas reglas y propiedades si no puede construirse un 
conjunto más « amplio» de objetos tal que: 1) en este conjunto más «am¬ 
plio» sean definidas las mismas reglas y sean válidas las mismas pro¬ 
piedades; 2) en total este conjunto más •amplio * no sea isomorjo al dado 
respecto a dichas reglas ; 3) en este conjunto más « amplio» exista una par¬ 
te isomorfa al conjunto dado respecto a dichas reglas. 

Se puede afirmar que el conjunto de todos los números racionales 
no es completo respecto a las reglas de comparación, adición y multipli¬ 
cación, y 13 propiedades fundamentales, puesto que existe conjunto 

*) Esto se desprende de que entre el conjunto de todos ios números raciona¬ 
les y el de todos los números reales no puede establecerse ninguna correspon¬ 
dencia biunívoca (véase el p. S del § 4 del cap. 3). 

21* 
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más «amplio» (el de los números reales) que satisface las exigencias 
1), 2), y 3) de la definición que acabamos de enunciar. 

Demostremos ahora que el conjunto de todos los números reales es 
completo respecto a las reglas de comparación, adición y multiplicación 
y las 13 propiedades jundamentales. 

Supongamos lo contrario, o sea, supongamos que existe un con¬ 
junto más «amplio» de objetos {x‘ } tal que: 1) para los elementos del 
conjunto {x } están definidas las reglas de comparación, adición y 
multiplicación y son válidas las 13 propiedades fundamentales, 2) 
en total, el conjunto {x'J no es isomorfo al conjunto {x} de todos los 
números reales respecto a dichas reglas, 3) existo una parte del con¬ 
junto {x'} (se denota por el símbolo ¡x')) isomorfa al conjunto de to¬ 
dos los números reales respecto a dichas reglas. 

Ante todo, observemos que el conjunto {x'} tiene un solo par 
de los elementos 0' y 1' que desempeñan el papel especial del cero 
y de la unidad •). Luego, se puede afirmar que los elementos 0' 
y 1' integran el conjunto {x'} y están en correspondencia biunívoca 
con los números reales 0 y 1**). Sea a' un elemento del conjunto 
{x' j que no pertecene al conjunto (x'}. 

En virtud de la regla do comparación, podemos partir todos los 
elementos x' del conjunto {x'} en dos clases, superior e inferior atri¬ 
buyendo a la clase superior todos los elementos x' que satisfacen la 
desigualdad ~x' > a', y n la clase inferior, lodos los elementos x' 
que satisfacen la desigualdad x' < a'. Ambas clases no son vacías. 
En efecto, demostremos, por ejemplo, que la clase superior no es va¬ 
cía. Repitiondo el elemento 1' como sumando un número de veces bas¬ 
tante grande, en virtud de la propiedad 13°, obtenemos el elemento 
n' del conjunto {x'} que satisface la desigualdad n' > a', es decir, 
pertenece a la clase suporior. De la propiedad I o se desprendo que 
todo elemento de la clase inferior es menor de cualquier elemento de la 
clase superior. En virtud del isomorfismo del conjunto {x'} y el 
conjunto {x} de todos los números reales se puede afirmar que el 
conjunto de todos los números reales se parte también en dos clases 


*) Si existioran dos elementos 0¡ y 0; que interpretarían el papel especial 
del cero, entonces, en virtud do las propiedades de la suma, obtendríamos que 
0¡ = o; + Oi = 0J + o; = Oí, o sea, o; = 0j. De manera análoga se demues¬ 
tra- la unicidad del elemento 1 ' quo desempeña el papol especial de la unidad. 

»*) Demostremos, por ejomplo. que el elemento 0' integra el conjunto {i r } 
y corresponde biunívocamonte al número real 0. Supongamos que al número re¬ 
al 0 le corresponde un elemento 0' del conjunto f i ') y sea o' cualquier elemento 
do este conjunto que corresponde al número real a. En virtud del carácter iso¬ 
morfo respecto a la adición, ai olomento a' 4- 0' lo corresponde el número real 
a + 0 = a, o sea, el elemento a' -+■ 0' coincide con el elemento a', pero esto 
significa que 0' es (leí único!) elemento nulo, o sea, 0' » 0'. Análogamente so 
realizan los razonamientos para el elemento unitario. 
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con tal que todo número de la clase inferior es menor que cualquier 
número de la clase superior. Pero esto significa que la clase inferior 
de números reales está acolada superiormente y tiene (do acuerdo con el 
teorema 2.1) cota superior exacta m, y la clase superior tiene la cota 
inferior exacta M. De la definición de las cotas exactas se desprende 
que ambas cotas ra y M se comprenden entre números reales que están 
a distancia cualquier pequeña que sea uno de otro, y, por eso, m ™ 
= M. Ya que el número m = M es uno de los números reales, entou- 
ces pertenece a una de las clases, es decir, existe ora el mínimo ele¬ 
mento en la clase superior ora el máximo elemento en la clase inferior 
Demostremos que ambas afirmaciones son absurdas. Sea (para in 
precisión) que exista el elemento mínimo en la clase superior de los 
números reales. Entonces, existe también el elemento mínimo m' 
en la clase superior que corresponde a la partición del conjunto {a?’). 
Según la definición de la clase superior, m' > a'. Conforme 
a las propiedades de la suma, existe la diferencia m' — a' 
con tal que, según estas propiedades, m' -r a' >0'. Pero, entonces, 
en virtud de la propiedad 9 , para el elemento m' — a' existe el ele¬ 
mento inverso que, en virtud de las propiedades del producto, es igual 

al cociente n , . Según la propiedad 13°, el elemento 1' puede 
repetirse como sumando tantas veces que el número «entero» obtenido 
n' pertenezca a j?) j satisfaga la desigualdad n' > —4—. De la 

nx — CC 

última desigualdad, en virtud de las propiedades del producto y de la 
suma, obtenemos *) 

(Al) 

Puesto que los elementos m , 1‘ y «' pertenecen al conjuntofr'), en¬ 
tonces el elemento {m' — jp'j pertenece también a este conjunto y. 
obviamente, satisface la desigualdad ni — ~¡ < m . Pero, entonces. 

n 

la desigualdad (A.l) significa que en la clase superior existe un ele¬ 
mento menor de m', o sea, m' no es el elemento mínimo. La contradic¬ 
ción obtenida demuestra la completitud del conjunto de los números 
reales. 

2. Introducción axiomática del conjunto de los números reales. 
El método axiomático de la introducción de los números reales es la 
conclusión lógica completa de nuestras nociones sobre estos números. 
Este método consiste en lo siguiente. 

El conjunto de los números reales se introduce como el conjunto de 
objetos de cualquier naturaleza que satisfacen 17 axiomas en calidad de 


•) Estas propiedades garantizan la aplicación de todas ias reglas del ál¬ 
gebra. 
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los cuales se loman las reglas de comparación, adicióny multiplicación*), 
13 propiedades fundamentales y el axioma de la completitud respecto a 
las reglas y propiedades mencionadas. 

Las 17 axiomas mencionadas suelen llamarse axiomas del número 
real. La realización concretu del conjunto de objetos que satisfacen 
17 axiomas riel número real es_ el conjunto de fracciones decimales 
infinitas, examinado en el capítulo 2. Son también posibles otras 
realizaciones dedicho conjunto de objetos **). Después do aclarar 
completamente problema de la relación entre estas realizaciones se 
obtiene la siguiente afirmación notable. 

Toda realización {x' ¡ del conjunto de objetos que satisfacen 17 axio¬ 
mas del número real es isomorfa al conjunto anteriormente examinado 
{x) de las fracciones decimales infinitas respecto a las reglas de compara¬ 
ción, adición y multiplicación. 

demostración Para la comodidad, dividamos la demostración 
en puntos por separado. 

I o . Ante todo, observemos que los axiomas garantizan la existen¬ 
cia de los elementos 0' y 1', qne interpretan el papel especial del coro 
y de la unidad, en el conjunto {x '}. En virtud del axioma de Arquí- 
mcdes, 1' >0' ***). En el conjunto {x'J separemos el conjunto de 
«objotos racionales». Para esto, observemos que todo número racio¬ 
nal puede obtenerse de los números 0 y 1 efectuando las operaciones 
de adición, sustracción y división. En efecto, repitiendo el número 1 
como sumando un número necesario do veces, obtenemos cualquier 
número entero positivo n; sustrayendo del número 0 el número 1 un 
númoro necesario de veces obtenemos cualquier número entero nega¬ 
tivo; mediante la división de dos números enteros obtenemos cual¬ 
quier número racional. Ya que, según los axiomas, en el conjunto 
{x') están definidas las operacionos de adición, sustracción y divi¬ 
sión, entonces, empleando estas operaciones y 0' y 1', obtenemos 
«todos los objetos racionales». Denotaremos estos objetos por los mis¬ 
mos símbolos que los números racionales, añadiendo las rayitas. 

Demostremos que el conjunto construido de «objetos racionales» 
del conjunto { x '} es isomorfo al conjunto de los números racionales 
del conjunto (x) respecto a las reglas de comparación, adición y mul¬ 
tiplicación. En realidad, pongamos en correspondencia al númoro 
racional m/n el «objeto racional» m'/n'. Analizando el mododecons- 

*) Se enuncia el postulado solamente de la existencia de las reglas de 
comparación, adición y multiplicación. Al mismo tiompo, la forma concreta de 
estas reglas no se indica. 

, **) En la introducción al presente apéndice ya hemos señalado que los 

números reales pueden ser introducidos por varios métodos (con ayuda de frac¬ 
ciones binarias infinitas, llamadas cortaduras de Dedekind. etc.). 

*•*) En efecto, si fuera válida la desigualdad contraria l'^ 0', entonces, en 
virtud de los axiomas, de ésta obtendríamos que I' + t' + 1'0' + 

0' -f- . . -f- 0' — 0' (cualquiera que sea el número de veces que tendríamos 
que repetir 1' como sumando). Pero esto contradice el axioma de Arquímedes. 
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truir los «objetos racionales» se deduce que a la suma y al producto 
de los números racionales mln y plq les correspondo la suma y el pro¬ 
ducto de los «objetos racionales» m'ln' y p'/q'. Queda por cerciorarse 
de que m'ln' y p'/q' están ligadas por el mismo signo que mln y plq. 
Ya que en nuestra construcción de «objetos racionales» la regla de 
comparación de cualesquiera «objetos racionales» utilizando la multi¬ 
plicación por «objetos enteros» se reduce a la comparación de «obje¬ 
tos enteros», nos queda por cerciorarse de que m' > n' para cuales¬ 
quiera «objetos enteros» in' y »' si m > n. Para comprobarlo basta, en 
virtud de los axiomas, demostrar que (n -(- 1)' > n'. Lo último se 
desprende de que 1' > 0' y, por lo tanto, 

(n -1- t)' = n‘ -t- 1' > n' 4- 0* = n' . 

2°. Sea ahora a cualquier objeto del conjunto {a'}. Mostroraos 
que a este objeto se le puede poner en correspondencia una « fracción deci¬ 
mal infinita » determinada. Para la precisión, supongamos que a' > 
> 0'. En virtud del axioma de Arquímedes, entre los «objetos ente¬ 
ros» estrictamente menores de a' exista el objeto máximo que denota¬ 
mos por a'; entre los «objetos racionales» 
a' t , 0': a\, 1'; . . o;, 9', 

estrictamente menores de a existe el objeto máximo que denota 
mos por a', a¡, etc. 

De este modo, ponemos en correspondencia a cualquier objeto un 
conjunto infinito de «objetos racionales» 

a' 0 \ o;, ai, a' t , a[ . . . ai . . ., (A.2) 

o, que es lo mismo, una «fracción decimal infinita» 

a,, <j¡, a, . . . añ . . . (A.3) 

Los mismos razonamientos son también válidos para a' < 0', pero 
en este caso, todos los objetos de (A.2), igual que la «fracción decimal 
infinita» (A. 3), tendrán el signo menos. 

Al analizar la construcción del conjunto de objetos (A.2ycs evi¬ 
dente que para cualquier número n son válidas las desigualdades 

a' 0 , a\a' t ... a‘ n <a' <^a t , a\a' t ... a' n + ■ (A.4) 


es decir, cualquier objeto a' se comprende entre dos «objetos raciona¬ 
les», la diferencia entro los cuales puede hacerse menor de cual¬ 
quier objeto «positivo» fijado de antemano *). 


*) En efecto, conforme a los axiomas, para cualquier objeto e' > 0' existe 
el elemento inverso — 7 , e' para el cual existe un «objeto entero® n tal que n' > ~7. 
P _ 1* _ . 



320 


Apéndice 


3°. Demostremos ahora que si dos objetos a' y b' pueden comprender¬ 
se entre dos «objetos racionales» a' y p' (P' > a'), la diferencia entre 
los cuales P' — a' puede hacerse menor de cualquier objeto «positivo» 
jijado de antemano, entonces a' =b'. Supongamos que a’ =j¡= b'. Sea, 
por ejemplo, a' < b'. Entonces, a"^ a < 6'^ p'. De estas desi¬ 
gualdades, en virtud de los axiomas, obtenemos 

0' < b' - a'< P' - a'. (A.5) 

Pero, entonces, para el objeto b' — a' existe el inverso b ,^_ a , , 


y para éste existe un «objeto entero» n' tal que 


n > 


r 

fc'-a' 1 


asi que 

n 


Comparando la última desigualdad y (A.5), obtenemos 

f<P'““'* 

lo que contradice al hecho de que la diferencia p' — a' puede hacer¬ 
se menor de cualquier objeto «positivo» fijado de antemano. 

4°. Cerciorémonos de que a dos objetos no iguales del conjunto 
(x' ¡ se les pone en correspondencia «fracciones decimales injinitas» 
diferentes. En efecto, supongamos que a dos objetos de {x } se les po¬ 
ne en correspondencia una misma «fracción decimal infinita» (por 
ejemplo, (A.3)). Entonces, en virtud de las desigualdades (A.4), 
los dos objetos pueden comprenderse entre «objetos racionales», la 
diferencia entre los cuales puede hacerse menor de cualquier objeto 
«positivo» fijado de antemano. De acuerdo con el punto 3°, los obje¬ 
tos considerados son iguales. La afirmación demostrada justifica 
que representamos todo objeto del conjunto {*'} mediante una «frac¬ 
ción decimal infinita». 

’* 5 o . Conforme a los tres primeros axiomas, para los objetos del 

conjunto {a:'} están definidas las reglas de comparación, adición y 
multiplicación. Demostremos que si todos los objetos del conjunto 
{x' } se representan por «fracciones decimales Infinitas », entonces para es¬ 
tas « fracciones» las reglas de comparación y las definiciones de la suma y 
del producto se enuncian de modo exactamente igual que para las frac¬ 
ciones decimales infinitas ordinarias examinadas anteriormente. 

Sean a' y b' dos objetos cualesquiera del conjunto {*'} y sea que 
les corresponden «fracciones decimales infinitas» *) 

_ a 0 , a[ ... a n ... y b'„ ... b'„ ... (A.6) 

•) Estableciendo la regla de comparación, podemos limitarnos al caso de 
objetos «positivos» a' y b' puesto que el caso general se reduce a este caso utilizan¬ 
do la regla de los signos. 
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Ante todo, aclaremos la regla de comparación de los objetos a' y b' 
representados en forma de las «fracciones decimales infinitas» (A.6). 
Es suficiente demostrar dos afirmaciones siguientes: 1) si las frac¬ 
ciones (A.6) coinciden, o sea, si 

a(=6¡, .... .... 

entonces los objetos a' y b' son iguales; 2) sí existe un número n tal 
que son válidas las relaciones 

= .... a '„-1 = ó'n-i. a.' n <b‘ n , (A.7) 

entonces los objetos o' y b‘ están ligadas por la desigualdad a' < ó'. 
La afirmación 1) ya está demostrada en el p. 4°. Demostremos la 
afirmación 2). La última de las relaciones (A.7) puede escribirse en 
la forma 

Empleando esta relación y las demás relaciones de (A.7)y escribien¬ 
do, para a', la derecha de las desigualdades (A.4) y, para ó', la izquier¬ 
da de las desigualdades (A.4), tendremos 

a ... fln- í a n ”1” ~ 

= a’ 0 . a[ ... a^-i (añ + l'Xa;, a, ... 

... es decir, a'<i'. 

Demostremos ahora que para los objetos a’ y b‘ son válidas las 
mismas definiciones de la suma y del producto que para los números 
reales ordinarios. Limitémonos al caso de la suma. Sean a,, a,, p., 
P; todos los «objetos racionales» posibles que satisfacen las desigual¬ 
dades 

a¡<a'<a;, p;<Ó's£p;. (A.8) 

Entonces la suma a' + b’ de los objetos a’ y b‘ es el único objeto 
que satisface las desigualdades 

a;+p;<a'+6'<a;-fp;. (A.9) 

En efecto, de los axiomas se desprende la posibilidad de adicionar 
término a término las desigualdades, y de aquí se deduce que la suma 
a' -p. satisface las desigualdades (A.9). Además, esta suma es el 
único objeto que satisface las desigualdades (A.9) puesto que cada 
una de las diferencias 

y p; — 
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y, por lo tanto, la diferencia 

+ Pí) — («i 4- P¡) 

puede hacerse menor que cualquier objeto «positivo» fijado de ante¬ 
mano (en virtud «leí p. 2 o ). De manera análoga se examina el caso del 
producto. 

6°. Demostremos, por fin, que el conjunto { x '} es isomorfo al 
conjunto de los números reales representables mediante fracciones de¬ 
cimales infinitas. Supongamos que el conjunto (z'} no es isomorfo a 
{*}• Al objeto a' representable por la «fracción decimal infinita» 
a'„, a¡aj .... le pongamos en correspondencia el número real a = a„, 
a,o 2 . . . Sea que a dos objetos a' y b' les corresponden los números 
reales a y 6. 

De los resultados del p. 5 se desprende que 1) a' y b' están ligados 
por el mismo signo que los números a y b\ 2) a la suma a' + b‘ le 
corresponde la suma a 4- 6; 3) al producto a -b' le corresponde el 
producto u-b*). 

Ya que, según la suposición, {z'} no es isomorfo a (z), entonces, 
en la correspondencia indicada no a todo número real le corresponde 
algún elemento del conjunto {z'J. Esto significa que, no siendo iso¬ 
morfo a todo el conjunto (z), el conjunto {x ) es isomorfo a una parte 
del conjunto (x), lo que contradice la completitud del conjunto {z'¡. 

La contradicción obtenida demuestra la afirmación. 

3. Notas finales. Para concluir, observemos que el método axiom- 
mático y el concepto de conjuntos isomorfos de objetos (respecto a 
reglas diferentes) se usan ampliamente en varias ramas de las mate¬ 
máticas modernas y la física (en la construcción de la geometría, la 
teoría de probabilidades, mecánica clásica, física estadística, mecánica 
cuántica **) y otras ramas). 

Por ejemplo, en la geometría, el conjunto de los puntos de la recta 
se introduce como un conjunto de objetos que satisfacen algunos axio¬ 
mas, entre los cuales desempeña el papel fundamental el axioma de la 
completitud de este conjunto respecto a los demás axiomas. Dichos 
axiomas permiten establecer la correspondencia biunívoca entre el 
conjunto de todos los puntos de la recta y el conjunto do lodos los nú- 


•) Puesto que la comparación, adición y multiplicación de los objetos a’ 
y 6'. así como de los números reales a y b, se detorminan por las mismas reglas. 

•*) Así, por ejemplo la mecánica cuántica surgió inicialmente en forma de 
dos teorías distintas a primera vista: la «Mecánica matricial», do Heisenberg, 

Í la «Mecánica ondulatoria», de Schródinger. Más tarde fue demostrado que las 
os teorías utilizan dos realizaciones concretas ¡somorras una a otra de un con¬ 
junto común de objetos introducido do modo axiomático y llamado espacio de 
Hilber* abstracto (véase al respecto, el tomo 3 del presente curso). 
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meros reales *). Esta correspondencia permite representar los nú¬ 
meros reales mediante los puntos en la recta (en el eje numérico), lo 
que se usa ampliamente en el curso del análisis matemático con fines 
ilustrativos. 


*) Véase el Apéndice del fascículo 5 de la presente serie «Geometría analí¬ 
tica» v la exposición más detallada en el libro de N. V. Efímov «Geometría supe¬ 
rior».'Editorial Mir. Moscá. 1984. 55 20—23. 
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